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RESUMEN

Abordar el tema de sélidos de revolucidon permite, entre otras cosas, aproximar volumenes de distin-
tos cuerpos. Este tema es parte de la asignatura de calculo integral en el nivel medio y superior
(ciencias e ingenierias). Su entendimiento favorece el desarrollo de competencias que permiten la
conexion entre diferentes conceptos matematicos. A pesar de su importancia, se tiene evidencia de
que en ocasiones, su entendimiento es parcial o nulo durante el curso de la asignatura. Para atender
parte de esta problematica, se propone la estrategia denominada “Reutilizando recipientes cotidia-
nos”, que tiene como objetivo identificar los elementos de aprendizaje matematico que emergen,
cuando se resuelven problemas relacionados con solidos de revolucién, reutilizando recipientes co-
tidianos. La metodologia es que los estudiantes resuelvan situaciones problematicas a partir del ma-
terial de estudio propuesto. Las tareas de instruccion, siguieren utilizar sélidos de revolucion y fueron
aplicadas de forma piloto a un grupo mixto de 30 estudiantes, con conocimiento previo de calculo
diferencial. Los datos se recolectaron bajo autorizacion de los estudiantes, mediante toma de videos,
fotografia, audio y evidencia escrita. Del trabajo realizado, se logré identificar los elementos de apren-
dizaje matematico que emergieron al utilizar los objetos de estudio propuestos. En este sentido, se
argumenta que la propuesta sugerida robustecié el entendimiento del tema de sdélidos de revolucion.
Ya que, permitié la manipulacion de objetos concretos y se favorecié la generacién de imagenes
mentales sobre el significado de las expresiones matematicas que emergieron.

INTRODUCCION

En el temario de la asignatura de calculo integral de nivel medio superior y superior de la educacion
publica en México, esta considerado el tema de sélidos de revolucién (SEMS, 2013). Su importancia
radica en que a través de su aplicacion, es posible, entre otras cosas, aproximar el volumen de
ciertos cuerpos irregulares comunes en el entorno; por ejemplo, pipas, botellas de agua, jugos etc.
Ademas de que su aprendizaje favorece el desarrollo de competencias; por ejemplo, en los alumnos
aporta elementos para que argumenten sobre las aplicaciones de elementos matematicos especifi-
cos en contextos reales, proponiendo puntos de vista reflexivos y argumentados; en docentes per-
mite que desarrollen estrategias de ensefianza mediante experiencias y proyectos en el contexto de
los estudiantes (SEMS, 2013).

A pesar de la importancia de este tema, se tiene evidencia que en ocasiones su aprendizaje se logra
de manera parcial o incluso no se alcanzan a abordar este concepto en el curso normal. Una posible
explicacion de lo anterior, es que los temarios son exhaustivos o los problemas planteados son es-
trictamente apegados a alguna bibliografia. Lo que permite, un desarrollo limitado de las competen-
cias que se deberian alcanzar a medida que se implementaran otras tareas de instruccion, donde
fuera posible interactuar con los objetos de estudio, siguiendo las ideas de la corriente Piagetiana,
donde parte del aprendizaje se logra cuando el sujeto interactia con el objeto. Como una posible
alternativa para atender parte de este problema, en este trabajo se reporta la implementacién de una
estrategia denominada “Reutilizando”, la cual tiene como objetivo identificar los elementos de apren-
dizaje matematico que emergen, cuando se resuelven problemas utilizando material cotidiano; y da
lugar a la siguiente pregunta de investigacion: ;Qué elementos de aprendizaje matematicos emer-
gen al resolver problemas de sdlidos de revolucion, al utilizar material cotidiano? La metodologia
propuesta fue resolver situaciones problematicas, en la cuales el material de estudio eran recipientes
cotidianos, tales como, botellas, cajas de jugo, latas, etc.
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TEORIA

Este apartado consiste en describir el sustento de la investigacién. En este sentido, es preciso sub-
rayar la postura que se tiene sobre matematicas, ya que las tareas de instruccidn estan directamente
influenciadas por la forma en que los autores identifican esta disciplina Godino, Batanero, y Font,
(2003). De esta manera, se adopta la postura de Steen (1988), donde argumenta que las matemati-
cas son ampliamente aceptadas como la ciencia de los patrones. Con esta idea, la tarea de los
matematicos consiste en observar patrones de comportamiento y generar reglas que los describan
(Barrera-Mora y Reyes-Rodriguez, 2013). Por esta razoén, en las tareas propuestas, se busca que
los estudiantes identifiquen regularidades y las modelen matematicamente, para su posterior mani-
pulacién con elementos matematicos.

Por otra parte, se describe que en desarrollo de las tareas de instruccion y generacién del material
didactico, se tomd como referente la resolucion de problemas descrita por Polya, (2005); Schoenfeld
(1992) y Santos-Trigo (2007), en la cual se proponen el desarrollo de heuristicas, es decir, identifi-
cacion de saberes previos y su aplicacién en las tareas solicitadas. En este sentido, este trabajo se
basa en la corriente pedagdégica constructivista, ya que, las tareas propuestas buscan desequilibrar
los esquemas mentales de los estudiantes, provocando asi la asimilacion y acomodacién de nuevos
saberes, a través de la manipulacion y estudio de los objetos fisicos. Por su parte, para el entendi-
miento matematico, este trabajo se basoé con lo propuesto por Hiebert, et al., (1997) donde se men-
ciona que entender, es un proceso complejo que se da por niveles. Y para estas tareas, fue la forma
en que se esperaba se diera; por ejemplo, en un momento los estudiantes fueron capaces de iden-
tificar el comportamiento de una funcién que modelara el contorno del objeto de estudio. Posterior-
mente, lograron aplicar métodos de integracion y algunos utilizar el método de los discos para obte-
ner el volumen. Asi como, darle sentido a las expresiones que estaban proponiendo.

Referente a los trabajos revisados sobre la forma en que se ha abordado el tema de sélidos de
revolucion, se tiene evidencia que existen multiples propuestas y en la mayoria se describe que
existe dificultad para dar sentido a las expresiones algebraicas que emergen de tema. En este sen-
tido Serhan, (2015) estudi6é cual era el significado que le daban los estudiantes, a las integrales,
cuando eran aplicadas a diversas areas, incluidos sdlidos de revolucion. Su estudio lo aplicé con 25
estudiantes que cursaban la asignatura de calculo integral. Propuso la soluciéon de una integral que
posteriormente seria aplicada a solidos de revolucién. Identificd, que a pesar de tener la parte algo-
ritmica fluida, al momento de la aplicacion mostraron dificultades, por lo que no lograron en su ma-
yoria concluir con la tarea propuesta.

Por su parte Guillen, (2010) explica las razones del por qué se deberian utilizar materiales sélidos,
como contexto de ensefianza. Una de las ideas centrales fue analizar como influia la manipulacién
de objetos concretos para que los estudiantes dieran sentido y generaran imagenes mentales de las
expresiones algebraicas que emergian. Concluyeron que la manipulacion de los objetos concretos,
perite entre otras cosas, que los estudiantes tengan un nivel de entendimiento superior, comparado
a cuando solo se realiza la parte algoritmica, y argumentan que podria deberse a que utilizan mas
de un sentido del cuerpo. Ademas, este tipo de tareas permiten la manipulacion del objeto para
obtener sus dimensiones, lo que puede generar el desarrollo del sentido numérico.

Por otra parte, menciona que las tareas propuestas con estas ideas de manipulacion de objetos
concretos, requieren mayor tiempo en disefio y aplicacion, porque se deben considerar multiples
variables que pudieran emerger en el desarrollo de la tarea, tales como, el interés por el objeto,
alguna futura aplicacion, la complejidad, entre otros (Guillen, 2010). En este sentido, Rubi, Moreno,
Pou, y Jordan, (2010) realizaron un estudio para identificar algunas de las problematicas en torno a
las dificultades presentadas al abordar temas de calculo diferencial e integral. Identificaron proble-
mas en docentes y alumnos, tales como falta de fluidez en la ensefianza de estos temas y parte de
desinterés por parte de los estudiantes, ademas propusieron estrategias de estudio, una de ellas era
el uso de material didactico concreto. Mediante el cual presentaban situaciones problematicas que
serian abordadas con herramientas puramente matematicas.

Por su parte Pettersson y Scheja (2008) realizaron un estudio con 20 estudiantes de ingenieria,
referente a la conceptualizacién de limite e integral, en el cual fue incluido el tema de sodlidos de
revolucién por el método de discos. En su estudio observaron que los estudiantes mostraron dificul-
tades para relacionar el concepto de limite aplicado a los objetos de estudio, primero para obtener
area y posteriormente el volumen. También reportan que la mayoria de los estudiantes abordaron el
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problema con caracteristicas de resolucidon de problemas, ya que simplificaron el problema en otros
mas simples, y se hicieron presentes heuristicas que fueron cruciales en la solucién.

PARTE EXPERIMENTAL

El enfoque del presente trabajo es cualitativo, debido a que las fuentes de informacién recolectadas
para su analisis consisten en evidencias escritas o verbales de los participantes, mediante las cuales
es posible identificar formas particulares de pensar o razonar, con relacion a la aplicacién de la
integral en el tema de sdlidos de revolucion. En esta metodologia se presta atencion a la forma en
que los estudiantes responden a las preguntas que guian a la tarea, es decir, se busca identificar,
qué es lo que piensan, como abordan la tarea, como interpretan la informacién, de qué manera se
adaptan en la resolucion de la actividad, qué heuristicas utilizan y como relacionan sus recursos con
el nuevo conocimiento que se genera al abordar la tarea. El disefio de la tarea incluyo, la
contextualizacién, la manipulacion del objeto de estudio, el problema, las condiciones de aplicacion,
asi como los cuestionamientos guias para apoyar el avance de los estudiantes.

Participantes. Las tareas de instruccién se implementaron en una escuela publica de nivel superior,
(Instituto Tecnoldgico de Atitalaquia, ITAt), en una zona rural del Estado de Hidalgo. Los participantes
se eligieron por conveniencia. Las tareas se implementaron con un grupo mixto de estudiantes, con
30 integrantes en promedio, de una licenciatura en ingenieria industrial. Los alumnos habian apro-
bado los cursos de calculo diferencial y estaban cursando calculo integral. Para la actividad se for-
maron equipos de dos a cuatro integrantes. Se permitié el uso de calculadora, Geogebra, Excel o
los recursos computacionales que los participantes consideraran necesarios para abordar las tareas.
Caracteristicas y tipo de tarea. Se disefi6 una tarea de instruccion, con la cual se busco identificar
los elementos Utiles para fortalecer el entendimiento de las aplicaciones de la integral, especifica-
mente en la obtencion de volumen de recipientes cotidianos mediante la aplicacion del tema “solidos
de revolucion, (método de discos)”. Las caracteristicas consideradas durante el disefio de las tareas
son: la formulacién de preguntas, conjeturas y relaciones, orientadas a promover el entendimiento y
la construccién de modelos o sistemas conceptuales.

Referente a la estructura de la tarea, consistié en que los estudiantes trajeron un recipiente comun,
del cual se solicité obtener de manera analitica el volumen, aplicando la metodologia del tema sélidos
de revolucion, por el método de los discos. Primero se pidié que identificaran un eje de rotacion, a
partir del cual, fuese posible rotar la superficie o contorno que describiera al objeto de estudio. El
contorno se obtuvo mediante la representacion grafica en un plano cartesiano, a través de la medi-
cion de pares ordenados, es decir, se midieron incrementos aproximados en el eje de rotacion y se
utilizé el eje horizontal para representarlo, en el vertical se colocaron los valores correspondientes al
contorno del objeto.

Para identificar la superficie a rotar, se plasmé graficamente el contorno en un plano cartesiano;
debido a la simetria del objeto de estudio (en caso de tenerla), se utiliza sélo una parte de los puntos
equidistantes que conforman el contorno. Posteriormente, se guio a los estudiantes para que regis-
traran los pares ordenados en Excel o Geogebra, y a partir de ahi, que realizaran su ajuste con una
funcion polindmica. A continuacién se procedio a aplicar el método de discos para obtener de manera
analitica el calculo del volumen. Posteriormente se pidio realizar la comprobacion de manera fisica,
apoyados de una probeta graduada. Para este proceso, se llenaron los recipientes con agua, para
después verterlo en la probeta, comparando su calculo con la medida obtenida.

RESULTADOS

Este apartado tiene el propdsito de determinar de qué manera, tareas desarrolladas por estudiantes
de licenciatura utilizando material concreto y cotidiano, favorecieron el desarrollo del entendimiento
de la aplicacion de las integrales (sélidos de revolucion). Ademas de identificar los elementos que
emergieron al abordar las tareas relacionadas con la obtencién del volumen de diferentes recipien-
tes. Para la aplicacion los estudiantes integraron 9 equipos, entre 2 y 4 personas, quienes trajeron
material concreto para la realizacion de la actividad, tales como botellas, vasos, embudos, entre
otros. Para realizar el analisis de esta actividad, se identificaron lideres en cada equipo, a cada uno
se le asignd un numero del 1 al 9. El seguimiento de las actividades se realiz6 a través del lider,
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debido a que fueron quienes mostraron interés en el desarrollo de las tareas e influyeron y organiza-
ron la actividad del resto de los integrantes del equipo.

Para iniciar con la actividad, se dieron las indicaciones de aplicacion propuestas en la parte experi-
mental. De manera general, los alumnos mostraron interés sobre el tema, debido a que el material
de estudio fue traido por ellos mismos. Los estudiantes partieron de la modelacion del contorno y la
identificacién de pares ordenados en el plano cartesiano, a través de mediciones fisicas del contorno
del objeto de estudio. Cabe resaltar que algunos equipos (5,6 y 7), pusieron su objeto sobre una hoja
y de ahi mercaron el contorno, plasmandolo en un plano cartesiano.

El equipo 8 quien tenia un objeto en forma de extractor, tomo las medidas utilizando una regla gra-
duada y un hilo que hacia trazo de perpendicularidad, esta acciéon se pudo estudiar a profundidad
para tratar conceptos de la recta y sus propiedades, sin embargo en este momento no se abordd de
esa manera, ya que el tiempo de aplicacion era un papel relevante. El resto de los equipos realizaron
mediciones con regla y vernier.
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Figura 28 Mediciones y obtencion de pares ordenados.

Para todos los equipos, eje horizontal representaba la linea de rotacion y el vertical su correspon-
diente al contorno (figura 2). Utilizando los datos obtenidos del contorno, se registraron en Excel por
todos los equipos, y fueron guiados por los aplicadores para que obtuvieran una representacion gra-
fica y aproximaran un modelo formal, mediante un ajuste polinémico, esta accién se pudo realizar
con Geogebra o por el método de minimos cuadrados, sin embargo no era el foco de este trabajo,
razén por la cual se trabaj6 con la hoja de calculo.
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Figura 29 Mbdelacién del contorno.

Posteriormente con la funcién obtenida en la hoja de calculo, se procedio a realizar la integral (mé-
todo de discos) para la obtencion del volumen en cada objeto de estudio, se resalta que algunos
equipos (4, 6, 8 y 9) utilizaron software para validar sus calculos analiticos. Esta accién favorece por
que utilizan las tics como parte de su formacién académica, en linea con las competencias de estudio
establecidas para estos temas, tales como manejo de software de especialidad y adaptacion a nue-
vas herramientas de aprendizaje.

Al realizar la integral se obtuvo evidencia que los estudiantes generaron significado a las represen-
taciones semidticas (Duval, 1998) que dieron lugar al desarrollo de la tarea; por ejemplo, el equipo 1
identific6 que cada incremento en el eje X, representaba un avance en la linea de rotacién, y lo
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simbolizaron mediante la notacion dx. A su vez la mayoria de los equipos identificd que existia una
relacién entre el radio que se utiliza para obtener el area de una circunferencia (util en el método de
los discos) y la altura representada por la funcidn obtenida de Excel, muestra de esto se describe en
la siguiente conversacion.

Profesor: ;Qué relacion tiene el radio con la funcién obtenida?

Alumno: a esa [sefialando la funcidn] nos indica la distancia que hay entre el eje x y el punto de la

atura.

Profesor: ;Y ese punto de donde sali¢?

Alumno: sali6 de la medicion que hicimos y tiene relacion con la funcidn, porque si se evalua en lo que

tenemos aqui [sefialando el eje x], nos da lo de aca, [sefialando su correspondiente en el eje vertical].
Por ultimo casi todos los equipos comprobaron sus resultados analiticos mediante el uso de una
probeta graduada, ya que llenaron los recipientes con agua y los vertieron en la misma. Con esta
accioén casi todos los equipos validaron sus resultados; por ejemplo, los equipos 1, 2, 4, 5y 9 lograron
obtener volumenes aproximados a la medicién fisica. En cada momento se tuvo evidencia de que
los estudiantes mostraron una vision retrospectiva, es decir, reflexionaban sobre los valores obteni-
dos, las consideraciones realizadas (espesor del objeto de estudio), ya que podrian influir en el valor
puntual del volumen. Por su parte el equipo 8 de desintereso de la actividad, probablemente porque
presentaron problemas para obtener la modelacion del contorno. Los demas equipos 6 y 7 mostraron
dificultades para validar sus volimenes, ya que sus objetos estaban completamente cerrados y no
pudieron introducirles agua.

Figura 30 Validacion del volumen.

CONCLUSIONES

Con esta tarea, se logré obtener evidencia de los elementos matematicos que emergieron cuando
se resolvieron problemas enfocados a la busqueda de funciones y célculo de sélidos de revolucion,
mediante el uso de material reciclado. Se resalta también que la aplicacién de la reforma educativa
puede ser una oportunidad para generar estrategias de ensefianza que favorezcan al desarrollo de
competencias docentes y para los alumnos.

De tal manera que con el desarrollo de este tipo de tareas, se evidencié de algunos elementos de
aprendizaje matematico que emergieron; por ejemplo, la generacién de imagenes mentales, desa-
rrollo de los elementos del pensamiento matematico; tales como, identificacion de elementos fijos y
variables, formulacion de conjeturas y comunicaciéon de resultados. De esta manera, se cumple res-
ponde la pregunta de investigacion planteada, ya que el resolver este tipo de tareas favoreci6 para
entender el tema de sélidos de revolucion y conectarlo con diferentes conceptos matematicos.

En comparacién con las propuestas estudiadas, se evidencia que coincidi6 en la generacion de ima-
genes mentales. Se valida y justifica en relacién con reportado en otros trabajos, porque se logré
apreciar la ventaja que los estudiantes trabajen con objetos concretos; lo que les permite, dar sentido
alos elementos que aparecen en las expresiones formales y momentos después, entender las cosas
de manera abstracta. Trabajando asi en un contexto, puramente matematico.
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