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TITULO DEL REPORTE TECNICO

Resumen del reporte técnico en espafiol (maximo 250 palabras):

En el proyecto se propone la construccién de algebras 4D asociativas
conmutativas con unidad, su uso para resolver ecuaciones diferenciales
parciales (EDPs), y dar seguimiento a la publicacién de articulos de proyectos
anteriores.

En el desarrollo de este proyecto se han publicado los articulos de
investigacion: “On solving EDPs by using algebras”, “A characterization of
algebrizability of vector fields”, y “Pre-twisted calculus and differential
equations”. Se impartid un mini-curso en la “Semana nacional de
investigacion y docencia en matematicas de la UNISON” en 2022. Se han
dado tres ponencias en la UNISON, dos en CIMAT, una en la UANL, y una en
el CBTIS 117 de Ciudad Cuauhtémoc Chihuahua. Se participd en entrevista
de programa de radio UACJ y se cuanta con videos de You Tube. Se asesoro
a dos estudiantes en el Verano de Investigacion Cientifica 2022 del
programa Delfin.

Resumen del reporte técnico en inglés (maximo 250 palabras):

The project proposes the construction of 4D associative commutative
algebras with unity, their use to solve partial differential equations (EDPs),
and follow up on the publication of articles from previous projects that are
related to this one.

In the development of this project, the research articles have been
published: "On solving EDPs by using algebras”, “A characterization of
algebrizability of vector fields”, and “Pre-twisted calculus and differential
equations”. A mini-course was given in the “Semana nacional de
investigacion y docencia en matematicas de la UNISON” en 2022. Three
presentations have been given at UNISON, two at CIMAT, one at UANL, and
one at CBTIS 117 in Ciudad Cuauhtémoc Chihuahua. Participation in an
interview on the UAC] radio program and has YouTube videos. He advised
two students in the 2022 Scientific Research Summer of the Delfin program.



Palabras clave: Algebras asociativas conmutativas con unidad, Ecuaciones de
Cauchy-Riemann generalizadas, derivada de Lorch, Campos vectoriales,
ecuaciones diferenciales.

Usuarios potenciales (del proyecto de investigacion):

Los usuarios potenciales de los resultados de este proyecto son ingenieros,
matematicos, fisicos y areas afines que usen las ecuaciones diferenciales en
modelacion de fendmenos. Se cuenta con resultados para resolver el
problema de Cauchy para ecuaciones diferenciales parciales del tipo
Au_xx+Bu_xy+Cu_yy=0 mediante el uso de algebras. Entre estas ecuaciones
se encuentra la ecuacién de Laplace 2D y la ecuaciéon de onda 1D que
modelas situaciones de la fisica clasica. También se tienen aplicaciones en
teoria de elasticidad (ver referencias de [14]).

Reconocimientos

Se agradece la participacion de los doctores Martin Eduardo Frias Armenta
de la UNISON vy lJulio Avila del ITESM campus Sonora Norte, en la
investigacion de temas relacionados con este proyecto.

1. Introduccion
Se usara ODE, ODEs para ecuaciones diferenciales ordinarias y EDP, EDPs
para ecuaciones diferenciales parciales.

El grupo de trabajo que participa en este proyecto cuenta con avances de
estudio algebras, diferenciabilidad sobre algebras, y los usos de estos temas
en la solucién de ecuaciones diferenciales tanto ordinarias como parciales;
los trabajos publicados son [1], [2], [3], [8], [11], [12], [14], y en desarrollo
son [4], [6], [7] y [13]. También se pueden consultar trabajos como [5], [9],
[10], [15], ..., [23].

Un resultado clasico es que las funciones armonicas 2D corresponden con
las funciones conjugadas de funciones analiticas complejas. Este resultado
es muy elegante ya que da la solucién completa de la ecuacion de Laplace
2D. El trabajo [14] generaliza este resultado mediante el uso de la
diferenciabilidad pretorcida y sus correspondientes ecuaciones de Cauchy-
Riemann generalizadas. Ademas, los resultados presentados en este trabajo



se pueden usar para resolver problemas de Cauchy para ecuaciones
diferenciales parciales, como se hace en [12], en el cual se introduce la
diferenciabilida pretorcida. Ademas, en [12] se muestra que la
diferenciabilidad pre-torcida se puede usar para resolver sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias autdonomas y no-auténomos, lo cual se
considera tema para futuras investigaciones.

Los resultados del articulo [22] dan solucién completa a familias sistemas de
ecuaciones de Cauchy-Riemann asociadas a la diferenciabilidad de Lorch, los
cuales son sistemas de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden.
Este trabajo se completa en el manuscrito [3] el cual es un resultado de este
proyecto. Asi, en [3] se resuelven sistemas de n ecuaciones diferenciales
parciales con n variables dependientes y n variable independientes, los
cuales son sistemas asociadas a la A-diferenicabilidad. En particular, para
n=4 se tiene que las funciones A-diferenciables son soluciones de los
sistemas de ecuaciones de Cauchy-Riemann generalizadas asociadas a la A-
diferenciabilidad. Los resultados de [12] generalizan de manera muy
sorprendente a las familias de ecuaciones diferenciales parciales que se
pueden resolver de esta manera. Esto se usan de manera muy importante
para la algebrizabilidad de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales,
ver [6] y [7], puesto que los primeros sistemas de ecuaciones diferenciales
parciales que se pueden resolver de manera completa son los sistemas de
ecuaciones de  Cauchy-Riemann generalizadas asociadas a Ia
diferenciabilidad pretorcida.

Una caracterizacion de las algebras asociativas, conmutativas con unidad
(que llamamos simplemente algebras) se da en [3], ya que en este trabajo se
caracterizan las algebras de matrices que son la imagen de algebras bajo sus
correspondientes primeras representaciones fundamentales.

En la Ultima etapa del proyecto se ha logrado dar la familia de todas las
algebras 4D que son la imagen bajo la primera representacion fundamental
de algebras con unidad el primer vector candnico e_1. Esto y el articulo [3]
nos dan una caracterizacion de las algebras 4D. Ademas, se trabaja en usar
estas algebras para resolver sistemas planares de ecuaciones diferenciales
cuadraticas. También se buscara usar estar algebras para resolver
ecuaciones diferenciales parciales. Los logros en cuanto a soluciones de



ecuaciones diferenciales de la fisica-matematica se encuentran contenidos
en [12] y [14]. El tema de solucién de sistemas de 4 EDPs de la fisica-
matematica no se alcanzo a trabajar.

Se participd con ponencias en seminarios y foros nacionales y se participd en
entrevista de radio UACJ. Se asesor¢ a dos estudiantes del programa Delfin
en 2022, se impartio un mini-curso en la UNISON, y se participé con una
ponencia en el CBTIS 117 de Cuauhtémoc Chihuahua.

2. Planteamiento

2.1 Justificacién

Las ecuaciones diferenciales parciales modelan una cantidad importante de
fendmenos en ingeniaria y de manera generalizada en ciencia. Por ejemplo,
en fisica, por lo que interesa conocer soluciones exactas de EDPs. En
matematicas existen diferentes técnicas o métodos para encontrar
soluciones tanto exactas como numeéricas, las cuales se usan de manera
importante en algunas areas de ingenieria. En la UACJ hay investigadores
gue usan la modelacién en términos de EDPs de fendmenos de ingenieria y
usan meétodos numeéricos, como por ejemplo elemento finito, para
aproximar las soluciones.

En el proyecto “Soluciones exactas de EDPs lineales de segundo orden
mediante algebras” se desarroll6 un método para construir soluciones de
EDPs de dos variables independientes hasta de orden cuatro y también se
aplicd para construir soluciones de EDPs de tres variables independientes.
Este método aparece en [9] pero en este se usa la diferenciabilidad de Lorch
y no se proponen familias de algebras que simplifiguen al método. Hay
articulos cientificos recientes publicados en revistas internacionales con
resultados parecidos, ver [17], [18] y referencias, pero no se usa la
diferenciabilidad pre-torcida ni las algebras que se han usado en estos
proyectos desarrollados en la UAC.

Mediante el uso de ecuaciones diferenciales sobre algebras se pueden
resolver sistemas de EDOs vy sistemas de EDPs. Una familia importante de
sistema de ecuaciones diferenciales se puede escribir, por ejemplo, como
una sola ecuacién diferencial de una variable sobre un algebra cuyas



soluciones definen las soluciones del sistema, ver [1], [2], [4], [8], [11], [12],
[14].

Se considera que los resultados de este proyecto tienen un potencial de
impactar en la ciencia e ingenieria, pues las soluciones que se han
construido y construirdn son de EDPs de la fisica-matemadtica como la
ecuacion del calor, de onda, de bi-onda, bi-armodnica, bi-telegrafica entre
muchas otras. Para EDOs también se pueden construir soluciones mediante
el uso de algebras como se puede ver en [12].

2.2 Antecedentes

3. Obijetivos (general y especificos)
General: el objetivo inicial del proyecto fue la construccién de una familia de
algebras asociativas conmutativas con unidad de dimension real cuatro, de
aproximadamente 18 pardmetros reales, y su uso para construir familias de
soluciones de EDPs de la fisica matematica de cuatro variables
independientes.
Especificos: Los objetivos especificos que se plantearon en el proyecto son
construir:

a) una familia de algebras asociativas conmutativas con unidad de

dimension real cuatro, de aproximadamente 18 parametros reales.
b) soluciones de EDPs de cuatro variables independientes.

4. Metas

a) La escritura de por lo menos un articulo de investigacion que
contenga una familia de algebras de dimension real cuatro y su uso
para resolver EDPs de cuadro variables independientes.

b) La escritura de algun capitulo de libro en el que se den ejemplos de
solucidon de EDPs de cuatro variables independientes mediante
resultados de este proyecto.

c) Elseguimiento a la publicacion de articulos de investigacion
desarrollados en proyectos anteriores.

5. Plan de trabajo
1) Se propuso trabajo sobre dlgebras de matrices que se tengan que
realizar mediante el uso de softawe matematicos.



2) Construir una familia de dlgebras asociativas conmutativas con unidad
de dimension real cuatro.

3) Escribir los resultados sobre la familia de algebras de matrices que se
busca construir.

4) Dar método para construir soluciones de EDPs de cuatro variables
independientes, dando las diferentes versiones para diferentes
familias de EDPs, que puede variar por los 6rdenes de las EDPs, los
cuales pueden ser 2,3y 4.

5) Se desarrollaran ejemplos del uso del método para resolver EDPs de
cuatro variables independientes y se escribiran los resultados.

6. Instituciones, organismos o empresas de los sectores social, publico o
productivo participantes (Si aplica)
En este proyecto participaron los doctores Martin Eduardo Frias Armenta de
la UNISON vy Julio Avila del ITESM campus Sonora Norte.

7. Productos generados

1) Publicacion. Se han publicado los siguientes tres articulos de
investigacion: “On solving EDPs by using algebras” en 2022 en la
revista Mathematical Methods in the Applied Sciences, “A
characterization of algebrizability of vector fields”, en colaboracion
con los doctores Julio Avila (ITESM Sonora Norte), y Martin Eduardo
Frias Armenta (UNISON), en 2023 en la revista Forum Mathematicum,



y “Pre-twisted calculus and differential equations”, en 2023 en la
revista Chaos, Solitons & Fractals en colaboracién con los doctores de
la UACJ Edgar Alonso Martinez Garcia y Rafael Torres Cordoba.

2) Manuscrito: Solucion de la ecuacion de onda unidimensional
mediante algebras.

3) Mini-curso: “Semana nacional de investigaciéon y docencia en
matematicas” de la UNISON en 2022.

4) Ponencias. Se ha participado con siete ponencias: tres ponencias en la
UNISON (Sonora), una virtual en CIMAT (Guanajuato), una virtual en la
UANL (Nuevo Ledn), una presencial en CIMAT en 2023, y una
ponencia en el CBtis 117 de Cuauhtémoc.

5) Videos de You-Tube: uno de entrevista en radio-UACJ [24], otro de una
ponencia para evento de la UNISON, y ponencia en CIMAT en 2023
[25].

6) Verano de Investigacion Cientifica del programa Delfin: se asesor¢ a
dos estudiantes de la Universidad Veracruzana en el verano de 2022.

8. Mecanismos de transferencia. (No aplica)
9. Contribucién e impacto del proyecto.

El desarrollo de este proyecto contribuye al avance en el estudio de las
ecuaciones diferenciales tanto ordinarias (EDOs) como parciales (EDPs)
mediante la generacidon de métodos que contribuyan a la solucién de estas
ecuaciones. Se mostré que mediante el uso de algebras se pueden resolver
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales. También contribuye a la
investigacion de algebras asociativas conmutativas con unidad, a las que en
este proyecto se consideran como sistemas de numeros que son
extensiones de los sistemas de numeros reales y numeros complejos. Se
generalizan resultados conocidos en matematicas y fisica. Por ejemplo, el
resultado que relaciona a las funciones armonicas 2D con las funciones
conjugadas de funciones analiticas complejas. Se encuentra solucién a
problemas de Cauchy de EDPs mediante el uso de algebras. Se presentaron
los avances principales de este proyecto en el evento “70+2” en honor a
Xavier Gdmez-Mont, ponencia en YouTube [25].

10. Impacto econdmico, social y/o ambiental en la region



La referencia de que en la regidn se desarrollan este tipo de proyectos sirve
para posibles colaboraciones, se van dando a conocer los resultados para
crear la posibilidad de futuras aplicaciones de estos métodos.
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12. Anexos

12.1 Taxonomia de los Roles de Colaborador (con las actividades logradas)

Nombre de él(la) Actividades Tiempo promedio
e . . . Grado de
Roles Definicion de los roles investigador(a) Figura contribucion logradas durante semanal (en horas)
el proyecto dedicado al proyecto
Autor de articulo Edgar Alonso Manuscrito: 3
(en matematicas todos los | Martinez Garcia Pre-twisted
- 20% del
Autor participantes  de  un Colaborador : calculus and
, . manuscrito ) )
articulo se consideran differential
autores por igual) equations
Autor de articulo Rafael Torres Manuscrito: 3
(en matemdticas todos los Cordoba Pre-twisted
. 20% del
Autor participantes de  un Colaborador ! calculus and
, . manuscrito } }
articulo se consideran differential
autores por igual) equations
Autor clte ar/tlt.culot o I\I/I:alrtlnAEduarEjO Manuscrito: A 4
en matematicas todos los rias Armenta o
( - ' ' 33.3% del characterization
Autor participantes de un (UNISON) Colaborador . o
) . manuscrito of algebrizability
articulo se consideran )
autores por igual) of vector fields
Autor clte ar/tlt.culot ool ITJEuSI;\(; ?vﬂa Manuscrito: A 4
en matematicas todos los onora o
( - ' ( 33.3% del characterization
Autor participantes de un Norte) Colaborador . o
) . manuscrito of algebrizability
articulo se consideran )
autores por igual) of vector fields
Autor clte m’atr'wuscrtltz | CVlc’Fltl)r I;/Ianuzl Manuscrito: 3
en matematicas todos los arrillo Saucedo g
( - 25% del Solucién de
Autor participantes de un Colaborador ! -
) . manuscrito ecuacion de
articulo  se consideran
onda

autores por igual)
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https://math.stackexchange.com/questions/2855764/partial-differential-equation-with-two-dependent-variables
https://math.stackexchange.com/questions/2855764/partial-differential-equation-with-two-dependent-variables
https://www.youtube.com/watch?v=AiVj9SSc7B0&t=8s

unidimensional
mediante
algebras
Javier Servando Manuscrito: 3
Castro Carmona Solucidn de
Autor de manuscrito ecuacion de
(en matematicas todos los 5% del onda
participantes  de  un Colaborador o unidimensional
Autor , ) manuscrito ]
articulo se consideran mediante
autores por igual) algebras
Ponencia en
CBTIS 117
Luis Fernando Manuscrito: 3
Jiménez Tinoco Solucién de
Autor de manuscrito ecuacion de
(en matematicas todos los onda
o 25% del - .
autor participantes  de  un Colaborador : unidimensional
, . manuscrito -
articulo  se consideran mediante
autores por igual) algebras
Ponencia en
CBTIS 117

12.1.1Estudiantes participantes en el proyecto

Nombre de . Tiempo promedio Actividades logradas en la ejecucion
estudiante(s) Matricula semanal (en horas) del proyecto
dedicado al proyecto
Mendoza Universidad Verano de Investigacion Cientifica del
, 40 hrs por 5 semanas .
Herrera Sofia Veracruzana programa Delfin
Méndez Universidad Verano de Investigacion Cientifica del
; 40 hrs por 5 semanas ,
Guerrero Héctor | Veracruzana programa Delfin




