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Resumen. Se considera al problema de Cauchy definido por la ecuacién del onda uy = ug, con las
condiciones u(z,0) = cos(z), y ut(x,0) = sen(z). Aunque la solucién se puede encontrar mediante la
formula de d’Alembert de manera inmediata, se aborda el problema mediante el uso de dlgebras para
ilustrar un método que se puede usar para una familia de EDPs de segundo orden.
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Introducciéon

La ecuacion de onda describe la propogacién de ondas de sonido, luz, agua, cuerdas, entre
otras. El problema de la cuerda vibrante fue estudiada en el siglo XVIII por d’Alembert, Euler,
Bernoulli y Lagrange. Se dice que las diferentes soluciones que se fueron encontrando generaron
discusiones por mas de veinticinco anos.

La ecuacién de onda unidimensional es una ecuacién diferencial parcial lineal de segundo
orden de dos variables independientes x, ¢ y una variable dependiente u = u(z,t). Esta tiene la
forma

U = Pl (1)
en donde c es la velocidad de la onda. El problema de Cauchy definido por la ecuaciéon de onda
(1) es encontrar u(x,t) que cumpla las condiciones

u(z,0) = f(z),  w(x,0)=g(z). (2)
Este problema se puede resolver mediante la férmula de d’Alembert
— ct t)y 1 [*F
u(z,t) = flz = ct) ;— Jlatct) + %/ g(s)ds. (3)



Mediante el uso de algebras se han construido soluciones de ecuaciones diferenciales ordinar-
ias y parciales, ver [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [13], [14], [15], and [16]. En estos se
usa la diferenciabilidad de Lorch, ver [11], y una variante a la que llamamos Differenciabilidad
Pre-torcida, la cual se introduce en [10], en donde se resuelven problemas de Cauchy

Aty + Buge + Cuy = 0, u(z,0) = Z apx”, u(z,0) = Z bk, (4)
k=0 k=0

mediante el uso de algebras. En este trabajo nos interesa usar este método basado en algebras
y aplicarlo al problema de Cauchy definido por la ecuacién de onda y condiciones siguientes

U = Uz, u(z,0) = cos(z), ui(z,0) = sen(x). (5)

Aunque este problema se puede resolver mediante la formula de d’Alembert (3), en este trabajo
se usa el método basado en algebras para ilustrar el método.

En la Seccion 1 se introducen algebras y diferenciabilidad sobre dlgebras. En la Seccién 2 se
introducen resultados de [10] en los que se encuentran las soluciones de los problemas de Cauchy
(4). En la Seccién 3 se encuentra la funcién w(z, t), definida con respecto a un élgebra A, cuya
segunda componente es la solucién del problema de Cauchy 5. En la Seccién 4 se encuentra la
solucién del problema de Cauchy (5).

1 Diferenciabilidad Pretorcida

1.1 Algebras A1 (p1, po)

A un espacio lineal R? lo llamamos dlgebra y lo denotamos por A si este estd equipado con un
producto bilineal R? x R? — R? denotado por (u,v) — uw, el cual es asociativo conmutativo y
tiene identidad para el producto e € R? que satisface eu = u para todo v € R%. Un elemento
u € R? se llama regular si existe u=! € R? al cual llamamos el inverso de u y que cumple
v 'u = e. Dada la cunmutatividad de A se usa la notacién e/u para v='. Si u € R? no es
regular, entonces u se llama singular. Si u,v € A y v no es regular, el cociente u/v denota a

uv™ L.

El A-producot entre los elementos de la base canénica {e;, ez} de R? est4 dado por eje; =
Zizl cijkex en donde ¢, € R para i, j, k € {1,2} se llaman constantes de estructura de A. La
primera representacion fundamental de A es el homomorfismo inyectivo lineal R : A — M (2, R)
definido por R : e; — R;, en donde R; es la matriz con [R;];x = cixj, para ¢ = 1,2. La primera
representacién fundamental nos permite realizar operaciones del algebra en la corresponiente
algebra de matrices.

El espacio lineal R? equipado con el producto
‘ €1 €9

€1 €1 €2 (6)
€y | €2 pi1e1 + P2eo
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es un algebra A que denotamos por A?(py, p2), ver [5]. Esta familia de dlgebras son asociativas,
conmutativas y tienen elemento identidad e = e;, ver también [12]. La primera representacién
fundamental de A?(py, ps) esté dada por

Ren=(g 1) me=( ). 7

El espacio lineal R? equipado con el producto

‘ €1 €9
€1 | p1e1 +p2e2 €1 (8)
€2 €1 €2

es un dlgebra A que denotamos por A3(py, ps), ver [5]. Esta familia de dlgebras son asociativas,
conmutativas y tienen elemento identidad e = ey, ver también [12]. La primera representacién
fundamental de A3(py, ps) estéa dada por

Ren= (20 ) me=(, 7). )

1.2 ¢A-diferenciabilidad

La diferenciabilidad pretorcida se define en [10], esta diferenciabilidad es una generalizacién de la
diferenciabilidad de Lorch que permite resolver familias més grandes de ecuaciones diferenciales
parciales. Aqui daremos la definicion de diferenciabilidad pretorcida para campos vectoriales
planares.

Sea A un algebra, ¢ campo vectorial planar diferenciable en el sentido usual. Diremos que
un campo vectorial planar F es pA-diferenciable (diferenciable pretorcido) si F es diferenciable
en el sentido usual y si existe un campo vectorial planar ]ﬂ; al cual llamamos pA-derivada de
F, tal que

dfp - ]::o(p>d<pp’ p= (Jf7y), (10)

en don2de F(p)dpp(v) denota al producto con respecto a A de F,(p) y ¢,(v) para cada vector
v en R=,

Las funciones polinomiales son diferenciables para la diferenciabilidad pretorcida, ver [9],
[10], y satisfacen las reglas usuales de diferenciacién. El caso de las funciones racionales se
van a definir en el conjunto preimagen del conjunto de los elementos regulares de A bajo el
polinomio del denominador. También las funciones racionales, exponencial, trigonométricas son
diferenciales y cumplen las reglas usuales de diferenciacion. Por lo tanto, para la pA-derivada
se tiene un pA-calculo. Como también se cumple el Teorema Integral de Cauchy para la pA-
derivada, también se tienen ecuaciones pA-diferenciales, ver [10].



2 Sobre soluciones de problemas de Cauchy mediante
algebras

En esta seccién enunciamos algunos resultados dados en [10] en los cuales se resuelven los
problemas de Cauchy dados en (4).

Los siguientes dos teoremas se enuncian y prueban en la Seccién 3 de [10].

Theorem 2.1 Para AB # 0 y C =0 se toma A = A3(—B/A,0). Suponga que (4) satisface
apy1 = —%kb—fl para k € N. Asi, la solucion del problema de Cauchy (4) es dada por la primera
componente de la funcion

w(z,t) =Y (rp,se) (.0)", (11)

en donde (ro, so) = (ao, so) (S0 puede tomar cualquier valor), (r1,s1) = (b, a1 + Zby), and

(1) = ((—%7 (%) 5) ke 2

Theorem 2.2 La solucion del problema de Cauchy (4) es dada por una componente de la
funcion diferenciable pretorcida w(x,t) que se da explicitamente en los siguientes casos:

1) Para C # 0, tomamos ¢(x,t) = (x,t), y un digebra A = A2(py, p2) con paramétros p; y
po dados por

A B (13)
p1 = ok P2 = c
Ast, una solucion (4) es dada por la sequnda funcion conjugada de
/b B
w(x,t) = (ro,a0) + (k; kl + Eakﬂ,ak) o(x, t)F (14)
k=0 T

en donde ro puede tomar cualquier valor.

2) Para C # 0, tomamos ¢(z,t) = (x +bt,dt) tal que d # 0, y A+ Bb+ Cb* # 0, un dlgebra
A = A%(py, p2) con paramétros py y pe dados por

__A+Bb—|—0b2 __ Bd+2Cbd (15)
P = Cd2 ) P2 = Od2 .
Ast, una solucion de (4) es dada por la primera funcion conjugada de
w(z, t) = (ao, 50) + 3 <ak+1, bk by ) oz, 1), (16)
=0 pld pld(k + 1)

en donde sy puede tomar cualquier valor.



3) Para B # 0 y |A| + |C| = 0, tomamos p(z,t) = (x —t,x +t) y A = A2(1,0). Asi, una
solucion de (4) es dada por la primera funcion conjugada de

- b
w(x,t) = (ag, so) + Z (ak+1,a/k+1 + k—jl) oz, 1) (17)
k=0

en donde sy puede tomar cualquier valor.

3 Solucién de ecuacién de onda mediante algebras

Primero usaremos al Teorema 2.2 para encontrar la soluciéon. Luego, aunque no sea necesario,
daremos un teorema en el cual mostraremos ademas que la funcion encontrada si es una solucion.

Para el problema de Cauchy (5) que se estd considerando se tiene que A =1, B = 0, y
C = —1. Por lo que el Teorema 2.1 no se puede aplicar, pues en este se pide que C' = 0. En
los casos 1) y 2) del Teorema 2.2 se tiene que C' debe ser diferente de cero. Usando el caso 1)
tenemos que para ¢(z,t) = (z,t), y el algebra A = AZ(p;, py) con paramétros p; y p» dados por

_ A - By (18)
m=-==1L  p=-5=0

Entonces A = A?(1,0) y su primera representacién fundamental estd definida por

R(@:(é?), R(@):(?é). (19)

Las series de Taylor de la funciones cos(z) y sen(z) estan dadas por

k 2k k 2k+1

cos(z) = i sen(x f: 2k o (20)
-0

k=0

De donde obtenemos que aq;, = %, agkr1 =0, bop 1 = (é;i)lk,, v b, = 0.

Una solucién (5) es dada por la segunda funcién conjugada de

w(z,t) = (ro, ap) + Z (k+1 ak+1,ak> (z, )" (21)

en donde 7y puede tomar cualquier valor. Como B = 0 la igualdad (21) queda

w(x,t) = (7’0, (10) + Z (k’b——il’ ak> (x’ t)kJrl_ (22)

Si descomponemos la suma en pares e impares obtenemos

B > boy 1 bak+1 242
w(x,t) = (7“0,&0) + £ (2/{ i 1 (ng) (ZE t + Z m,dgm.l ([L’,t) . (23)
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Ahora sistituyendo los valores de las a; y b; obtenemos

o0 1k 00 1)k
w(x,t) = (r9,0) + Z <O, ((213' ) (z,1)%F + Z (ﬁﬂ) (z,t)%+2, (24)
Esto es : = (1) : 1)
—1)* 2 — ()M 2%k-+2
w(z,t) = (ro, 1) + ez kz:% )] (z,t)% — e, 2 m(z7 t)2kt2, (25)
luego

w(x,t) = (ro+1,1) + ey Z ((_klg' (z,8)%% — e Z ((;;;' (z, )", (26)
k=0 ' k=0 '

De donde obtenemos la funcién w(x,t) dada en el siguiente resultado.

Theorem 3.1 La sequnda componente de la funcion w(x,t) dada por

w(z,t) = (ro+1,0) + (e2 — e1) cos(z, t) (27)
es la solucidn del problema de Cauchy (5) para cualquier valor de ry.
Proof. La funcién w dada en (27) es pA-diferenciable para ¢(z,t) = (z,t). Del Teorema 4.1 y

2) del Teorema 5.1 de [9] tenemos que la segunda componente wy de w dada en (27) es solucién
de la ecuacién de onda uy = Ugy.

Para la funcién (27) tenemos que
w(x,0) = (ro +1,0) + (e2 — e1) cos(x,0) = (ro + 1,0) + (=1, 1) cos(z).
Asi, wo(z,0) = cos(x).
La derivada parcial de la funcién (27) con respecto a t estd dada por
wy(x,t) = —ez(ea — e1) sen(x,t) = (ea — e1) sen(x, t).

Luego, la derivada parcial de wq(z,0) con respecto a t estd dada por we(x,0) = sen(x). O

4 Solucion en términos de funciones elementales

Por el Teorema 3.1 de [10] tenemos que la segunda componente de la funcién (que se obtiene
para ty = —1)

w(x,t) = (e3 — ey) cos(x, t) (28)
es solucién del problema (5). Mediante una calculadora de matrices, usando la primera repre-
sentacién fundamental del dlgebra A = A%(1,0) tenemos que w(z,t) estd dada por

w(x,t) = (—cos(t — x),cos(t — x)). (29)

Por lo tanto, la solucién del problema (5) es
wy(x,t) = cos(t — x). (30)

Usando que la funcién cos es una funcién par y la funcién sen(z) es una funcién impar, podemos
efectivamente verificar que wq(z,t) = cos(t — ) es la solucién del problema (5).
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