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Presentacion

Este libro se ha escrito con un doble propdsito: en primer lugar, el de servir como un
texto de introduccién a la teoria de médulos desde un punto de vista categdrico, lo que
a su vez permita al lector iniciarse en temas de investigacion actuales dentro del dlgebra
moderna, especificamente en las dreas de la teoria de anillos asociativos con identidad,
asi como en la teoria de médulos unitales, y en segundo lugar, el de servir como un texto
de apoyo en cursos de dlgebra moderna avanzada, que usualmente se imparten al final
de una carrera de matemadticas.

El objetivo es el de proporcionar a los lectores un estudio amplio sobre aspectos
elementales de la Teoria de Mdédulos, pero desde el punto de vista de la Teoria de
Categorias. Asi, se ha procurado ver todos los conceptos de médulos en el marco de
categorias, con el fin de que los lectores tengan un panorama mas amplio sobre la pro-
fundidad de los diferentes conceptos en la teoria de médulos.

El material estd dividido en cinco capitulos procurando siempre una linea légica
para abordar cada tema. En el primer capitulo, se estudian los conceptos basicos de la
teoria de médulos, desde su definicion, ejemplos y propiedades elementales, incluyendo
los resultados que son piedra fundamental de toda la teorfa, como son el Teorema del
Factor, los Teoremas de Isomorfismo de Noether, el Teorema de la Correspondencia y
las Leyes Modulares. En el segundo capitulo, se hace una introduccién a los conceptos
de la teoria de categorias, como son la definicion y ejemplos de distintas categorias,
funtores, sucesiones exactas (cortas y las que se escinden) para concluir con funtores
exactos izquierdos y derechos, donde el principal ejemplo que se estudia es el del fun-
tor Hom. En el tercer capitulo, estudiamos las sumas y productos directos en médulos,
sus propiedades universales, y la relacion que guardan con el funtor Hom; finalizamos
esta unidad con dos conceptos importantes como son los limites directos e inversos y
como casos particulares de éstos, los pushouts y pullbacks. En el cuarto capitulo, es-
tudiamos el importantisimo concepto de producto tensorial en médulos, la propiedad
universal que lo caracteriza, asi como sus propiedades funtoriales; este capitulo finaliza
con el Teorema del Isomorfismo Adjunto, el cual resulta indispensable para demostrar
algunos teoremas importantes en el dltimo capitulo. Finalmente, en el quinto capitulo



se estudian algunas clases especiales de médulos como son los médulos libres, proyec-
tivos, inyectivos y semisimples, estableciendo las caracteristicas primordiales de cada
uno de ellos.

Finalmente hay que recalcar que en cada uno de los capitulos del libro, se han
agregado al final de cada uno, una serie de ejercicios resueltos, en donde el lector puede
apreciar algunos métodos de solucién que se aplican en esta rama del dlgebra moderna
y que, por supuesto, le sirvan de inspiracién para resolver sus propios problemas en el
area.

Dr. Gustavo Tapia Sdnchez
Dr. Luis Grabriel Loeza Chin
Dr. Francisco Avila Alvarez

Enero 2021



CAPITULO

Modulos

En esta unidad estudiamos los conceptos basicos de la teoria general de médulos, es-
tableciendo los principales teoremas como son el teorema del factor, los tres teoremas
de isomorfismo, el teorema de la correspondencia y las leyes modulares.

De la misma forma que para definir un espacio vectorial se necesita un campo de
escalares k, para establecer el concepto de médulo necesitamos un anillo asociativo con
1, el cual toma el papel del campo. A lo largo de todo este curso, R denotard un anillo
asociativo con 1. Suponemos que el estudiante ha llevado previamente con éxito un
curso de teoria de anillos.

1.1. Notacion Funcional Izquierda y Derecha

Antes de dar el concepto de médulo, resulta conveniente establecer la notacién funcional
por la izquierda y por la derecha, la cual nos servird mas adelante para aclarar algunos
detalles en la definicién de médulo.

Definicion 1.1. Sean A y B conjuntos, una funcién f : A — B estd en notacién
funcional por la derecha, si para cada * € A la imagen de x bajo f se denota por
xf € B, o en algunas ocasiones (x)f € B. Dicho de otra manera, la funcién f esta
definida por la regla de correspondencia x — z f. Andlogamente, decimos que f esta
en notacion funcional por la izquierda, si x — fz, o bien x — f(z), Va € A.

Notese que la notacién funcional por la izquierda es la que tradicionalmente usamos
desde nuestros cursos bésicos de dlgebra y célculo, por lo que estamos mds acostum-
brados a manejar ésta.
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Dependiendo de la notacién que se maneje, la correspondiente para la composicién
de funciones queda determinada como sigue:

Definicion 1.2. Si A, By C son conjuntos, f : A — Byg: B — C son funciones
escritas en notacién por la derecha, entonces se define la compeosicion f seguida de g,
como la funcién fg : A — C dada por la regla x — (xf)g, Vo € A. Si se estd
usando la notacion funcional por la izquierda, entonces la composicién se escribe en la
forma usual gf : A — C'y estd dada por = — g(fx), Vz € A.

En cualquiera de los dos casos, la composicion es la dnica funcién que hace que el
siguiente diagrama sea conmutativo:

A—f>B

PN

C

En donde se uso la notacién funcional por la izquierda, ya que si se usa la notacion
funcional por la derecha, entonces el diagrama se escribe como sigue:

A*f>B
\ .
fg

C

En general tenemos la siguiente:

Definicion 1.3. Decimos que un diagrama de funciones, es un diagrama conmutativo
si partiendo de cualquiera de los dominios en el diagrama, cualesquier dos trayectorias
diferentes producen el mismo resultado.

Ejemplo 1.1. Si se asegura que el siguiente diagrama (con notacién funcional por la
derecha) es conmutativo,

A—B>B
ai ;

entonces esto equivale a decir que Sy = af.
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Es importante hacer notar que sea cual sea la notacién funcional que se utilice, la
composicioén de funciones tiene la siguiente propiedad:

Proposicion 1.1. La composicion de funciones siempre es asociativa, es decir, si | y
g estdn dadas como antes, y ademds tenemos otra funcion h : C' — D, y usamos la
notacion por la derecha, entonces:

f(gh) = (fg)h

Demostracion. En efecto, si z € A, por un lado se tiene que:

z[f(gh)] = zf(gh) = ((xf)g)h

Mientras que por el otro lado:

z[(fg)h] = (x(fg))h = ((zf)g)h

Es claro que en ambos casos se obtiene el mismo valor. 0J

En el resto del curso, usaremos la notacion funcional por la derecha y por la izquierda
indiscriminadamente, sin especificar su uso concreto, esperando que sea el contexto
mismo el que aclare la notacion usada.

1.2. Anillos de endomorfismos

A continuacién vemos como a cada grupo abeliano aditivo M le podemos asociar un
cierto anillo, llamado el anillo de endomorfismos de M, el cual es de importancia central
para establecer el concepto de médulo. Esto se hace a través de los homomorfismos (de
grupos) que a continuacién definimos.

Definicion 1.4. Si M y N son grupos abelianos aditivos, entonces una funcién f :
M — N se llama un homomorfismo si:

(z+y)f=af+yf,Ve,ye M

Al conjunto de todos los homomorfismos de M en NV lo denotaremos por Hom(M, N).
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Definicion 1.5. Si f,g € Hom(M, N), entonces definimos la suma de homomorfis-
mos como la funcién f + g : M — N tal que:

x(f+g9)=zf +xg,Vz € M.

Con esta definicion es facil ver que:

Proposicion 1.2. El conjunto Hom(M, N) es un grupo abeliano aditivo bajo la suma
de homomorfismos definida en 1.2.2.

Demostracion. En efecto, f + g € Hom(M, N) ya que:

(z+y)(f+9) =@+y)f+(x+y)g=xf+yf+zg+yg=2(f+g)+y(f+g)

Ademais es facil verificar que el elemento neutro es el homomorfismonulo0 : M — N
definido como 20 = 0,Vz € M, y el inverso aditivo de f € Hom(M,N) es el
homomorfismo —f : M — N definido como z(—f) = —(zf),Vz € M. O

En el caso particular en que M = N, se acostumbra hablar de endomorfismos de
M, en vez de homomorfismos de M en M, y se usa la notacion:

End(M) := Hom(M, M)

En este caso, cualesquier par «, 5 € End(M) pueden componerse entre si y, por lo
menos, obtener una funcién o3 : M — M. Entonces se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 1.3. Bajo la suma de endomorfismos y la composicion como el producto,
el conjunto End(M) es un anillo asociativo con 1.

Demostracion. En efecto, aff € End(M), yaque Vz,y € M se tiene que:

(z +y)af = (za+ya)f = (za)B + (ya) = z(ab) + y(af).

Ademas vimos en la seccidn anterior que la composicion es asociativa, y es facil ver que

la composicion distribuye a la suma por ambos lados. Finalmente, el elemento unitario

es el endomorfismo identidad 1, : M — M. ]
Esta proposicion nos permite hacer la siguiente:

Definicion 1.6. Dado un grupo abeliano aditivo M, si usamos la notacién funcional
por la derecha, definimos el anillo de endomorfismos derechos de M como el anillo
de endomorfismos de M con las operaciones de suma de endomorfismos y el producto
como la composicion. Este anillo es denotado como End” (M).
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Andlogamente, si usamos la notacién funcional por la izquierda, podemos definir el
anillo de endomorfismos izquierdos de M, el cual se denota como End'(M).

Noétese que, ya que la composicién de funciones en general no es conmutativa, en-
tonces el anillo de endomorfismos derechos difiere del anillo de endomorfismos izquier-
dos. De hecho, uno es el anillo opuesto del otro, es decir, si « - 5 denota el producto del
anillo End" (M) y a % 3 denota el producto del anillo End' (M), entonces:

a-f=0*«

Recordemos que en el estudio de la teorfa de anillos, se prueba que un anillo R y su
anillo opuesto R* son anti-isomorfos, ya que existe un anti-isomorfismo de anillos ¢ :
R — R* dado por ¢(r) =r.

De esta forma hemos asociado a cada grupo abeliano, un par de anillos de endomor-
fismos. Como veremos en la siguiente seccion, existe una fuerte conexién entre estos
anillos de endomorfismos de un grupo abeliano, y la estructura de R-mdédulo que se le
pueda dar a M.

1.3. Médulos Izquierdos y Derechos

En el curso de Algebra Lineal, se estudian espacios vectoriales sobre un campo k. El
concepto de mddulo es una generalizacion del de espacio vectorial, tomando los es-
calares sobre un anillo con 1 en lugar del campo k.

Definicion 1.7. Sea R un anillo con 1, un R-médulo derecho es un sistema (M, +, )
tal que (M, +) es un grupo abeliano aditivo, - : M x R — M es una funcién tal que
(z,7) — x-r=2xr € M y tal que se cumplen las siguientes propiedades Vz, z, 2 €
M,Vr,r1,ro € R:

(i) (x1+ x2)r = 217 + TOT.

(ii) x(ri+1r2) = xry + xre.

(iii) x(rir2) = (xr1)ro.

(iv) 1l ==x.

Ya que en el caso general R no es un campo, resulta l16gico suponer que este hecho
implicara la pérdida de algunos resultados conocidos del Algebra Lineal, pero es pre-
cisamente esta restriccién la que convierte en tema de interés la investigacion de cuédles
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son aquellas propiedades que se preservan y cudles no, y es en esta bisqueda que sur-
girdn nuevos conceptos de distintos tipos de anillos y médulos para los cuales se tienen
propiedades muy peculiares e interesantes.

De forma similar, tenemos el concepto de R-moédulo izquierdo:

Definicion 1.8. Sea R un anillo con 1, un R-médulo izquierdo es un sistema (M, +, )
tal que (M, +) es un grupo abeliano aditivo, - : R x M — M es una funcién tal que
(ryx) — r-x =rxz € M y tal que se cumplen las siguientes propiedades Vz, x1, zo €
M,Vr,r1,re € R:

(i) r(x1+ z2) =rx; + rao.

(ii) (r1+712)x = riz + rox.

(iii) (rire)x = ri(rax).

(iv) lx = x.

Para abreviar, usaremos la notacién Mg para denotar a un R-mdédulo derechoy p M
para un R-mdédulo izquierdo.
Sea rM, entonces para cada r € R podemos definir la funcion:

O(r): M — M

dada por la regla 6(r)(m) = rm. Veamos que 6(r) es en realidad un endomorfismo
izquierdo de M. En efecto, tenemos que:

O(r)(mq + ma) = r(my + ma) = rmq + rmg = 6(r)(mq) + 6(r)(ms)

Notese que hemos usado el axioma (i) de R-mdédulo izquierdo. De esta forma hemos
definido una funcién:
6 : R — End (M)

En realidad, esta funcién tiene mds propiedades:

Proposicion 1.4. Si pM entonces la funcion 0 : R — End' (M) dada por 0(r)(m) =
rm es un homomorfismo de anillos con 1.

Demostracion. Veamos que son los axiomas (ii)-(iv) de R-mdédulo izquierdo, los que
implican que € es un homomorfismo de anillos con 1. En efecto, tenemos que:
(i) O(r1 +r2)(m) = (r1 +r2)m = rim + rom = 0(r1)(m) + 0(r2)(m)
= (0(r1) + 0(r2))(m)
Con lo que queda demostrado que 6(r1 + r2) = 0(r1) + 6(r2).
(i) O(r1r2)(m) = (rir2)m = ri(ram) = r1(0(r2)(m)) = 6(r1)(0(r2)(m))
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= (0(r1)0(r2))(m)

Con lo que queda demostrado que 0(r1ry) = 0(r1)0(r2).
(i) O(1)(m) =1-m =m = 1y (m)
Con lo que queda demostrado que 6(1) = 1.
Con (i), (ii) y (iii) queda probado que efectivamente 6 es un homomorfismo de
anillos con 1. Ol
Inversamente, supongamos que M es un grupo abelianos aditivo, y que tenemos un
homomorfismo de anillos con 1, 6 : R — End!(M). Veamos que entonces podemos
darle a M una estructura de R-mddulo izquierdo como sigue:
Sir € Rym € M, definimos:

rm = 6(r)(m)
Tenemos entonces el reciproco de la proposicién anterior:

Proposicion 1.5. Si M es un grupo abeliano aditivoy 0 : R — End' (M) es un homo-
morfismo de anillos con 1, entonces M es un R-mddulo izquierdo bajo la operacion:

Demostracion. En efecto tenemos que:

(@) (r1r2)m = (rir2)(m) = (B(r1)8(r2)) (m) = 8(r1)(B(r2)(m)) = O(r1) (ram)

= ry(rom).

(i) (r1 + r2)m = 0(r1 + r2)(m) = (0(r1) + 6(r2))(m) = 0(r1)(m) + 0(r2)(m)

=7r1m + rom.

(iii) 7(m1 + ma) = 0(r)(m1 + ma) = 0(r)(m1) + 0(r2)(m2) = rm1 + rmo.

@iv) Im = 0(1)(m) = 1p7(m) = m. O

En conclusién, hemos probado que cada R-médulo izquierdo define un homomor-
fismo de anillos con 1, 6 : R — End'(M) e inversamente, lo que significa que pudimos
haber definido un R-médulo izquierdo M como un grupo abeliano (M, +) junto con un
homomorfismo de anillos 6 : R — End'(M).

En el caso de un R-mddulo derecho, el cuidado que debe tenerse para que el resul-
tado siga siendo vélido, es en escribir la accién de los endomorfismos de M en notacién
funcional por la derecha, es decir, para cada r € R, definimos 6(r) : M — M por la
regla mf(r) = mr. Entonces es fécil verificar que de esta forma se obtiene un homo-
morfismo de anillos con 1, § : R — End"(M). Inversamente, cada homorfismo de
anillos con 1, 6 : R — End" (M) le da a M estructura de R-médulo derecho.

Cabe hacer el comentario de que si en este dltimo caso la accion de los endomorfis-
mos de M se escribe por la izquierda, entonces 6 es lo que se llama un antihomomor-
fismo de anillos con 1, es decir, tal que 6(r1r2) = 0(r2)0(r1), y de aqui la importancia
de usar la notacién funcional correcta.
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Ejemplo 1.2. Si R = K es un campo, entonces los K-mdédulos no son otra cosa sino los
espacios vectoriales sobre K.

Ejemplo 1.3. Si R = 7Z, entonces los Z-mddulos son los grupos abelianos aditivo.

En efecto, es claro que cada Z-mddulo, por definicién de médulo, debe ser un grupo
abeliano aditivo; reciprocamente, si M es un grupo abeliano aditivo, entonces las leyes
de los exponentes que se ven en teoria de grupos, traducidas al contexto de un grupo
abeliano aditivo, se corresponden precisamente con los axiomas de Z-mddulo:

(i) (n +m)x = nx + mx para todo n, m € Zy paratodo z € M.

(ii) n(z + y) = nx + ny paratodo n € Zy para todo z,y € M.

(iii) m(nx) = (mn)x para todo n, m € Zy paratodo x € M.

(iv) 1z = z paratodo x € M.
Ejemplo 1.4. Si R es un anillo con 1, entonces R tiene estructura de R-mddulo derecho
bajo las mismas operaciones de R, es decir, si z,y € Ry r € R, entonces x + y se
calcula como en R, y xr igual. Los axiomas de anillo con 1, implican los axiomas de
R-médulo derecho. A este médulo se le llama el médulo regular derecho y se le denota
como Rp.

Ejemplo 1.5. Igual que en el ejemplo anterior, se puede definir el R-mddulo regular
izquierdo, el cual se denota como rR.

Cabe sefialar que si R no es un anillo conmutativo, entonces los R-médulos regu-
lares R y g R no necesariamente coinciden.

Estos ejemplos serdn muy titiles cuando estudiemos las propiedades de los R-mddulos,
asi como los distintos tipos de R-mddulos.

1.4. Aritmética Elemental de Modulos

Las propiedades elementales que se ven en espacios vectoriales son exactamente las
mismas que las de R-médulos.

Proposicion 1.6. Si Mg, entonces parar € Ry m € M se cumplen:
(i) m0=0y0r=0.
(ii) m(—r) = (—=m)r = —(mr).
(iii) m(—1) = —m.

Demostracion. (1) m0 = m(040) = m0+m0 y laley de cancelacién vélida en grupos
implica que m0 = 0. La otra es completamente analoga.

(i) m(—r) + mr = m(—r +r) = m0 = 0 lo que implica que m(—r) = —(mr).
La otra igualdad es analoga.

(iii) Es un caso particular de (ii) con r = 1. O
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1.5. Submodulos

El concepto andlogo al de subespacio vectorial es el de submddulo, el cual establecemos
a continuacion:

Definicion 1.9. Si Mry N C M, decimos que IV es un R-submédulo de M, si N es
un R-médulo bajo las mismas operaciones de M. Usamos la notaciéon N < M para
este caso.

Al igual que en espacios vectoriales se tiene que:

Proposicion 1.7. Si Mry N C M, entonces N < M siy solo si se cumplen las
siguientes propiedades:

(i) 0 € N.

(ii) Si x,y € N, entonces x +y € N.

(iii) Six € N yr € R, entonces xr € N.

Ejemplo 1.6. Como comentamos arriba, si # = K es un campo, entonces los K-
submddulos son los subespacios vectoriales.

Ejemplo 1.7. Los R-submddulos del R-médulo regular derecho Ry son los ideales
derechos de R. Por otro lado, los R-submddulos del R-moédulo regular izquierdo p R
son los ideales izquierdos.

Con este ejemplo resulta claro que si el anillo R no es conmutativo, entonces la
estructura de R-médulo de R no tiene porque coincidir con la de g R.

Ejemplo 1.8. Dado cualquier Mg, éste tiene como R-submddulos a {0} y M, llamados
los submddulos triviales de M.

Muchas propiedades de R-submddulos son andlogas a las de subespacios vectori-
ales. A continuacion enunciamos algunas de ellas, sin demostracion.

Proposicion 1.8. Si {N; }ics es una familia de R-submddulos de Mg, entonces (), N;
es un R-submédulo de M.

Proposicion 1.9. Si {N;};cs es una familia de R-submddulos de Mg, entonces:

ZNi = {$i1 S ooc -l-ﬂ?in‘l‘ij & Nij,Vij,’rl > 0}
i€l

es un R-submodulo de M.
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Debido a la proposicion 1.8, podemos hacer la siguiente:

Definicion 1.10. Dado cualquier subconjunto .S de Mg, el menor R-submédulo de M
que contiene a S, es llamado el R-submodulo generado por S, y denotado por (S).

Obviamente se tiene que:
(S) =[N < M|N > 5}

Ejemplo 1.9. Si S = (), es claro que todos los R-submédulos de M contienen a (), por
lo que en este caso se sigue que (#) = {0}.

Definicion 1.11. Si Mr, N < My S C M, se dice que N estd generado por S
si (S) = N. En el caso en que exista un subconjunto finito S de M tal que (S) =
N, entonces se dice que N es finitamente generado. Y en el caso en que exista un
subconjunto S = {z} tal que (S) = N, entonces se dice que N es un R-submddulo
ciclico de M, y se abrevia como N = ().

La prueba de la siguiente proposicion es completamente andloga a la de espacios
vectoriales y la omitimos:

Proposicion 1.10. Si Mgry S C M es no vacio, entonces:

(S) = {lemxz € S,ri € Ryn>0}
i=1

En otras palabras, cuando S # (), entonces (S) consta de todas las R-combinaciones
lineales finitas de elementos de S. Un caso especial de esto es cuando N < M es
finitamente generado, de donde podemos afirmar que existen z1,...,x, € M tales
que:

N={xir1+ - +zprp|ri€ R} =21 R+ -+ z,R

Y en particular, si N < M es ciclico, entonces existe x € M tal que N = zR.
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1.6. Homomorfismos de Modulos

En esta seccién, generalizamos el concepto de transformacién lineal de espacios vecto-
riales a nuestro contexto de R-moédulos.

Definicion 1.12. Dados My y Ng, decimos que f : M — N es un R-homomorfismo
sif e Hom(M,N)y f(mr) = f(m)r,Vr € RyVYm € M.

Noétese que usando la notacién por la izquierda, la condicién f(zr) = f(x)r se
lee como una ley asociativa, pero en realidad es una ley conmutativa, ya que nos
dice que es lo mismo si primero multiplicamos por 7 y luego aplicamos f, a que si
primero aplicamos f y después multiplicamos por r. Esto se hace mas claro si usamos
la notacién por la derecha ya que entonces la propiedad en cuestion se escribe como
(ar)f = (af)r.

Al conjunto de todos los R-homomorfismos de M en N lo denotamos por
Hompg(M, N), y tenemos que:

Proposicion 1.11. Hompg(M, N) es un subgrupo de Hom(M, N ).

Demostracion. En efecto, sabemos que 0 € Hom/(M, N) pero ademas 0(mr) = 0 =
Or = 0(m)r, conlo cual 0 € Homp(M, N).

Por otro lado, si f, g € Hompg(M, N) entonces sabemos que f+g € Hom(M, N)
pero ademas,

(f +9)(mr) = f(mr)+g(mr) = f(m)r+g(m)r = (f(m)+g(m))r = (f+g)(m)r

porlo que f + g € Homp(M, N). Finalmente, si f € Homg(M, N) entonces sabe-
mos que —f € Hom (M, N) pero ademads,

(=f)(mr) = —f(mr) = =(f(m)r) = (=f(m))r = (=f)(m)r

porloque —f € Hompg(M,N). O

Si M = N, entonces un R-homomorfismo f : M — M se llama R-endomorfismo
de M. Denotamos al conjunto de todos los R-endomorfismos de M como Endg(M)
y tenemos que:

Proposicion 1.12. Endg(M) es un subanillo de End'(M).
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Demostracion. Sabemos por la proposicion 1.11 que Endgr(M) es un subgrupo adi-
tivo de End'(M), y también sabemos que si f,g € Endg(M, N), entonces fg €
End' (M) pero ademais:

(fg)(mr) = f(g(mr)) = f(g(m)r) = f(g(m))r = (fg)(m)r

con lo cual tenemos que fg € Endr(M, N). Finalmente, es claro que 1, € Endr(M ).
O

1.7. Nucleo y Conitcleo

Seguimos con la analogia de los conceptos del dlgebra lineal y médulos. Tenemos la
siguiente:

Definicion 1.13. Si f € Hompg(M, N), definimos el niicleo de f como:
kerf ={m e M|f(m) =0}
Asimismo se define la imagen de f como:

Imf ={f(m)lm e M}

La prueba del siguiente resultado es analoga a la de espacios vectoriales y la omiti-
mos.

Proposicion 1.13. kerf es un R-submddulo de M e Imf es un R-submddulo de N.
Ademds, f € Homp(M, N) es inyectiva si'y sélo si ker f = {0} y f es suprayectiva si
y solo si Imf = N.

Definicion 1.14. Si f € Hompg(M, N) es inyectiva, entonces decimos que f es un R-
monomorfismo, y si f es suprayectiva, decimos que f es un R-epimorfismo. Cuando
f es biyectiva, decimos que f es un R-isomorfismo y en el caso en que f € Endg(M)
es biyectiva, entonces decimos que f es un R-automorfismo.
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Definicion 1.15. Dados Mpr y Npg, decimos que M es isomorfo a N si existe un R-
isomorfismo f : M — N. En este caso se denota por M ~ N.

Por ejemplo, todo médulo My, es isomorfo a si mismo, ya que existe el R-isomorfismo
1ps. De hecho, es fécil verificar que la relacién de ser isomorfos, es una relacion de
equivalencia en la clase de todos los R-mdédulos.

Sabemos que si My N < M, entonces podemos definir el grupo cociente M /N
como el conjunto de las clases laterales:

M/N = {N +m|m € M}

Es fécil verificar que podemos darle estructura de R-mddulo derecho a M /N si
definimos:
(N +m)r =N+ mr

Definicion 1.16. Si Mrpy N < M, el R-médulo M /N se llama R-médulo cociente.

Siempre podemos definir un R-epimorfismo canénico 7 : M — M/N tal que
m(m) = N + m, y resulta claro que kerm = N. Nos referimos a este epimorfismo
como la proyeccién candnica al cociente.

Definicion 1.17. Si f € Hompg(M, N), se define el conticleo de f como el R-médulo
cociente N/Imf.

Ejemplo 1.10. El nicleo del homomorfismo nulo 0 : M — N es M y el conticleo es
N/{0} = N.

Ejemplo 1.11. El niicleo del homomorfismo identidad 157 : M — M es {0} y el
condcleo es M /M =~ {0}.

1.8. Teorema del Factor

Finalizamos esta unidad con varios teoremas de suma importancia para el desarrollo
de todo el curso, por lo que sugerimos no avanzar a la siguiente unidad si no se han
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comprendido perfectamente estos teoremas, asi como las demostraciones de cada uno
de ellos.

El primero es, sin lugar a dudas, la piedra angular de todo, ya que las demostraciones
de los demas teoremas esencialmente estan basados en éste.

Teorema 1.14. (Teorema del Factor) Sea f : M — M’ un R-homomorfismo, y
supongamos que N < M es tal que f(N) = {0}, es decir, tal que N C kerf. En-
fonces existe un vinico R-homomorfismo g : M/N — M’ el cual hace que el siguiente
diagrama sea conmutativo:

es decir, tal que g = f. Ademads:
(i) Si N = kerf, entonces g es R-monomorfismo.

(it) Si f es R-epimorfismo, entonces g es R-epimorfismo.

Demostracion. Si queremos que el diagrama sea conmutativo, entonces para todo x €
M se debe cumplir que g (z) = f(z), es decir, que forzosamente g(N + x) = f(x).
Esto por si mismo prueba que el R-homomorfismo que hace que el diagrama sea con-
mutativo, si existe, debe ser tdnico.

Por lo tanto, definimos g : M/N — M’ tal que g(N + ) = f(x), y probamos en
primer lugar que g est4 bien definida. En efecto, si N +x = N +y, entonces x —y € N,
y como por hipétesis N C ker f, entonces f(z —y) = 0, de donde f(z) = f(y).

El hecho de que g es R-homomorfismo se sigue de que f lo es.

A continuacién probamos los incisos (i) y (ii):

(i) Suponemos que N = kerf y que g(N + ) = 0, es decir, f(z) = 0, lo que
significa que z € kerf = N y de aqui que N + z = N, lo que demuestra que g es
inyectiva.

(i) Ya que f es suprayectiva, para cada y € M’ 3z € M tal que f(z) = y, de
donde g(N + x) = f(z) = y, lo que demuestra que g es suprayectiva. O
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1.9. Teoremas de Isomorfismo de Noether

Ahora veamos los no menos importantes teoremas de isomorfismo de Noether, aunque
en realidad, el Primer Teorema de Isomorfismo es el que se aplica con mayor frecuencia.
La demostracion de este teorema se basa en el Teorema del Factor.

Teorema 1.15. (Primer Teorema de Isomorfismo)
Sea f : M — M' un R-epimorfismo, entonces existe un tinico R-isomorfismo g :
M /kerf — M’ el cual hace que el siguiente diagrama sea conmutativo:

M v M

\ 7
~ 7
7
Ve
™ 7 Jg

M /ker

Demostracion. Si aplicamos el Teorema del Factor con N = kerf, sabemos de la
existencia de un R-homomorfismo g el cual hace que el diagrama anterior sea conmu-
tativo. Ademads, por los incisos (i) y (ii) del Teorema del Factor, se sigue que g es un
R-isomorfismo. Ol

Teorema 1.16. (Segundo Teorema de Isomorfismo) Sean N, K < Mp, entonces
existe un R-isomorfismo N/(NNK) ~ (N + K)/K.

Demostracion. Definimos el R-homomorfismo f : N — (N + K)/K tal que para
cadax € N, f(x) = K + x. Es fécil ver que f es R-epimorfismo y ademds:

kerf ={x e N|f(x)=K+x=K}=NnNK

Por lo que aplicando el Primer Teorema de Isomorfismo obtenemos el R-isomorfismo
deseado. Ol



20 Capitulo 1. Mddulos

Teorema 1.17. (Tercer Teorema de Isomorfismo)
Sean Np < Kr < MR, entonces existe un R-isomorfismo:

(M/N)/(K/N) ~ M/K

Demostracion. Seaw : M — M /K la proyeccion canénica. Como kerm = K D N,
se sigue por el Teorema del Factor, que hay un tnico R-homomorfismo g : M/N —
M/K tal que g(N 4+ ) = w(z) = K + z. Pero ademds como 7 es suprayectiva,
entonces g es suprayectiva.

Finalmente kerg = {N + z|g(N + x) = K + 2 = K} = K/N, asi que aplicando
el Primer Teorema de Isomorfismo terminamos con la prueba. O

1.10. Teorema de la Correspondencia

El siguiente teorema tiene como una de sus consecuencias, la existencia de una corre-
spondencia biyectiva entre los submddulos de un cociente M /N y los submédulos de
M que contienen a N. Este hecho lo demostramos después del teorema.

Teorema 1.18. (Teorema de la Correspondencia)
Sea f: M — M’ un R-epimorfismo, y sean A = {N'|N' < M’} y B = {Nlkerf <
N < M}. Entonces existe una correspondencia biyectiva entre A’y B dada por:

YN fTHN)
Ademds esta correspondencia respeta intersecciones y sumas finitas.
Demostracion. Es facil ver que f~1(N') es un R-submédulo de M, y ademds si x €

kerf, entonces f(x) = 0 € N’ es decir, » € f~1(N’). Por lo tanto 1) estd bien definida.
Para probar que v es una biyeccién, exhibimos su funcién inversa, definida como:

¢: N f(N)
Debemos probar entonces que ¥ y ¢ cumplen que ¢ = 1py ¢y = 14. En
efecto, tenemos que (N) = f~1(f(N)) por lo que si z € f~(f(INV)), entonces
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f(x) = f(y) para algin y € N, pero entonces x — y € kerf C N y de aqui se sigue
que z € N. Esto prueba que f~(f(IN)) C N. Inversamente, si + € N, entonces
f(z) € f(N) lo que significaque z € f~1(f(IN)) con lo cual queda demostrada la otra
contencién y la igualdad.

Por otro lado, tenemos que @i (N’) = f(f~L(N’) por lo que si z € f(f~H(N')),
entonces = = f(y) cony € f~1(N') y esto significa que z = f(y) € N, con lo cual
queda probado que f(f~'(N’)) C N’. Inversament, si z € N’, entonces como f es
suprayectiva, existe un y € M tal que x = f(y) y esto implica que y € f~1(N’), por
loque x = f(y) € f(f~1(N")) con lo cual queda probada la otra contencién y por lo
tanto la igualdad.

Solo nos resta demostrar que (N’ N K') = (N') N ¢(K') y (N’ + K') =
(N') + ¢ (K'), las cuales se demuestran facilmente por doble contencién. En efecto,
siz € (N N K'), entonces z € f~1(N' N K'), es decir f(x) € N' N K’ de donde
x € f~1(N")N f~1(K") lo que prueba una contencién. Inversamente si z € f~1(N')N
f~Y(K"), entonces f(z) € N’ N K’ lo que significa que € f~1(N’ N K') probando
asi la otra contencién y la igualdad. La otra igualdad se prueba de manera andloga.

Finalmente, es fécil verificar que también ¢ respeta intersecciones y sumas finitas.
O

Corolario 1.19. Si N < MRp, entonces hay una correspondencia entre los submodulos
de M /N y los submédulos de M que contienen a N. En particular, todo submddulo de
M/N es de la forma K/N donde N < K < M.

Demostracion. Consideramos la proyeccion candnica:
m: M — M/N

La cual sabemos que es un R-epimorfismo con nucleo N. La primera parte del
corolario es entonces una consecuencia inmediata del Teorema de la Correspondencia.
Para la segunda parte, vemos que si N/ < M /N, entonces por la biyeccién establecida
en el teorema anterior, se tiene que N’ = i(N') = w(7~1(N') = K/N donde
K =a"Y(N). Ol

1.11. Ley Modular

Finalizamos esta unidad demostrando una ley que es una peculiaridad de los R-mddulos,
y que dio lugar incluso a definir ciertas estructuras algebraicas las cuales satisfacen la
misma propiedad (reticulas modulares).
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Teorema 1.20. (Ley Modular)
Sean N, K, L < MEg, tales que N D K. Entonces:

NN(K+L) =K+ (NnL)

Demostracion. La prueba es por doble contencion, asi que tomamos x € N N (K + L),
dedondex € Nyx =y+zcony € Kyz € L. Peroentoncesy € Nyz =x—y € N,
lo que demuestra que z € NN L dedonde x =y + z € K + (N N L). Esto demuestra
que NN(K+L)C K+ (NNL).

Inversamente, siz € K + (NN L) C K + L, de donde x € K + L, pero ademas
r=y+zcony € K C Nyze (NNL) C N, porlo que también se tiene que = € N.
En conclusién, z € N N (K + L), lo que prueba la otra contencién y la igualdad. [

Corolario 1.21. Sean N, K, L < Mg tales que N D K. Entonces:
N+L=K+LyNNnL=KnNnL = N=K
Demostracion. Por la Ley Modular se sigue que:
NN(K+L)=K+(NNL)
Pero entonces tenemos que:

N=NN(N+L)=NN(K+L)=K+(NNnL)=K+(KNL) =K

1.12. Ejercicios Resueltos

EJERCICIO 1.1. Sea M # {0} un grupo abeliano y sean L = End (M) y R =
End"(M). Demostrar que . M y Mpg.

EJERCICIO 1.2. Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos con 1. Probar que cada
S-modulo izquierdo (derecho) tiene estructura de R-médulo izquierdo (derecho).

EJERCICIO 1.3. Un médulo g M a través de ¢ : R — End!(M) se llama fiel si ¢ es
inyectivo. Por otro lado, el anulador (izquierdo) de g M se define como:

Anp(M) ={re R:rm =0,Ym € M}
Probar que:
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(a) Anr(M) es un ideal de R.

(b) RM es fiel & Ang(M) = {0}

(c) Existe un homomorfismo de anillos con 1 1) : R/Ang(M) — End (M) y por lo
tanto, M tiene estructura de R/An (M )-médulo izquierdo.

(d) M es fiel como R/Anpr(M )-médulo izquierdo.

EJERCICIO 1.4. Sea f € Hompg(M, N). Demostrar que:

(a) Si f es monomorfismo, entonces An,(N) C Anr(M).
(b) Si f es epimorfismo, entonces Ang(M) C Ang(N).

EJERCICIO 1.5. Sean f € Homp(M,N)y K < M. Si f|x denota el homomorfismo
restriccion de f a K, probar que:

(a) Si K N kerf = {0}, entonces f|x es monomorfismo.
(b) Si f es epimorfismo y K + ker f = M, entonces f|x es epimorfismo.

EJERCICIO 1.6. Un médulo g M se llama médulo simple, si M # {0} y M no tiene
submédulos no triviales. Probar que:

M # {0} es simple & M = (z),Vz € M\{0}
EJERCICIO 1.7. Sea pM # {0}. Probar que son equivalentes:

1. M es simple.

2. VRN y f € Hompr(M, N) se cumple:
f # 0= f es monomorfismo

3. VgNy f € Hompg(N, M) se cumple:
f # 0= f es epimorfismo

EJERCICIO 1.8. Un submédulo N < rM sellama maximalsi N # My VL < pM:
NLL<M = L=NoL=M
Probar que N < M es maximal < M /N es simple.

EJERCICIO 1.9. Sea p M finitamente generado y M # {0}. Demostrar que para cada
K < M con K # M, existe N un submédulo maximal de M tal que K C N. En
particular, M tiene submddulos maximales.

EJERCICIO 1.10. gM es ciclico & M ~ R/I para algin I <p R.

EJERCICIO 1.11. Probar que un Z-médulo M es simple <> M =~ Z,, (con p primo).
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CAPITULO

Introduccion a la Teoria de
Categorias

En esta unidad vemos una introduccion a la Teoria de Categorias, dando algunos ejem-
plos de categorias, entre los que destacan las categorias de mdédulos. Definimos los
funtores entre categorias (covariantes y contravariantes), y definimos el funtor Hom el
cual es covariante en una variable y contravariante en la otra. También definimos las
categorias preaditivas asi como los funtores aditivos. Posteriormente vemos las suce-
siones exactas, principalmente las sucesiones exactas cortas, y dentro de éstas, las que
se escinden. Con esta herramienta en mano, podemos definir entonces los funtores ex-
actos izquierdos y derechos, y probamos que el funtor Hom es exacto izquierdo en una
variable y exacto derecho en la otra.

2.1. Definicion de Categorias

Para poder definir una categoria, es necesario distinguir entre un conjunto y una clase,
pero como nuestro tema de estudio no es la teoria de conjuntos, simplemente men-
cionamos que todo conjunto es una clase lo suficientemente pequefia como para poder
asignarle un nimero cardinal, mientras que una clase es tan grande que no es posible
asignarle un nimero cardinal. Por ejemplo, si agrupamos a todos los conjuntos, esa
agrupacion es una clase que no es un conjunto.
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Definicion 2.1. Una categoria C consta de los siguientes ingredientes:
1. Una clase de objetos, obj C.

2. Para cada par de objetos A, B € obj C existe un conjunto Hom¢ (A, B) cuyos
elementos son llamados homomorfismos de A en B, y representados con flechas
f : A — B, con el requerimiento de que si A’, B’ son otro par de objetos de C
tales que (A, B) # (A’, B'), entonces Hom¢ (A, B) N Home(A', B') = (.

3. Si A, B,C € obj C, entonces existe una funcién:
Home (A, B) x Home(B,C) — Home(A, C)

llamada la composicién de homomorfismos, tal que si f € Hom¢(A,B)y g €
Home¢(B, C), entonces su composicion es denotada por gf € Home(A,C),y
tal que se cumplen los siguientes axiomas:

(i) La composicion es asociativa, es decir, h(gf) = (hg)f, siempre que h €
Home¢(C, D).

(ii) Para cada A € obj C existe un homomorfismo 14 € Hom(A, A), llamado
homomorfismo identidad, tal que f14 = f,Vf: A — B,y lag = g,Vg :
C — A

Utilizando los diagramas de flechas podemos visualizar los axiomas (i) y (ii) de la
definicién de categoria. Asi, la ley asociativa para la composicién de homomorfimos
se resume diciendo que el siguiente diagrama es conmutativo:

A-1.p

PN

Por otro lado, la propiedad del homomorfismo identidad se resume con el siguiente
diagrama conmutativo:
C
A

X
N

A
|1
B
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Veamos varios ejemplos de categorias:

Ejemplo 2.1. La categoria de los conjuntos, denotada como C = Sets, cuyos objetos
forman la clase que contiene a todos los conjuntos, y si A y B son conjuntos, entonces:
Home(A,B) ={f: A — B| f esfuncién }

y la composicién es la usual de funciones.
Es claro entonces que se cumplen los axiomas (i) y (ii) de categorias.

Ejemplo 2.2. La categoria de todos los grupos, denotada como C = Gr, cuyos objetos
forman la clase que contiene a todos los grupos, y si G'y G’ son grupos, entonces:
Home(G,G") = {f : G — G'| f es homomorfismo de grupos }
y la composicion es la usual de funciones.
Es claro entonces que se cumplen los axiomas (i) y (ii) de categorias.

Ejemplo 2.3. La categoria de todos los anillos, denotada como C = An, cuyos objetos
forman la clase que contiene a todos los anillos, y si Ry R’ son anillos, entonces:
Home¢(R,R') ={f : R — R'| f es homomorfismo de anillos }
y la composicion es la usual de funciones.
Es claro entonces que se cumplen los axiomas (i) y (ii) de categorias.
De forma andloga se puede definir la categoria de todos los anillos con 1.

Ejemplo 2.4. La categoria de los espacios topolégicos, la cual denotamos por C = Top,
cuyos objetos forman la clase que contiene a todos los espacios topoldgicos, si X y Y
son espacios topolégicos, entonces:
Home(X,Y)={f:X — Y] f es continua }
y la composicion, es la usual de funciones.
Es claro entonces que se cumplen los axiomas (i) y (ii) de categorias.

Ejemplo 2.5. Para cada anillo con 1, R, podemos definir la categoria de los R-mé6dulos
derechos, denotada por C = Mod-R, cuyos objetos forman la clase que contiene a todos
los R-médulos derechos y si Mg y Ny entonces:
Home(M,N)={f: M — N| f es R-homomorfismo }
y la composicién es la usual de funciones.
Nuevamente es claro que se cumplen los axiomas (i) y (ii) de categorias.

Ejemplo 2.6. También para cada anillo con 1, R, se puede definir la categoria C =
R-Mod, de los R-médulos izquierdos.

Ejemplo 2.7. Un caso particular de los dos ejemplos anteriores, es cuando tomamos
R = Z, ya que como vimos en la unidad anterior, los Z-mddulos son precisamente los
grupos abelianos. En este caso, la categoria se denota como C = Ab.

Ejemplo 2.8. Sea S un monoide, es decir, S tiene definida una operacion asociativa y
tiene un elemento identidad bilateral. Con S definimos la categoria C cuyos objetos es
obj C = {x}, Home¢(x,*) = S ysixz,y € Home(*,+) = S, entonces la composicion
se define como el producto en S.
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Por ser S un monoide, es claro entonces que se cumplen los axiomas (i) y (ii) de
categorias.
Este es un ejemplo de una categoria tal que los homomorfismos no son funciones.

Ejemplo 2.9. Sea X un conjunto casi ordenado, es decir, tiene definida una relacién
< la cual es reflexiva y transitiva. Definimos una categoria C tal que obj C = X, si
z,y € X, entonces Home(z,y) = {iy} siz < yy Home(x,y) = () en otro caso. La
regla de composicion estd definida como sigue: six < yy y < z, entonces zgzg = 2.
Es fécil verificar que se cumplen los axiomas (i) y (ii) de categorias.
Este es un ejemplo, en donde algunos conjuntos Hom pueden ser vacios.

Un tipo especial de categorias es definido a continuacion:

Definicion 2.2. Dadas dos categorias C y D, decimos que D es una subcategoria de C
si se cumplen:

(i) obj (D) C obj (C).
(ii) Para cada par de objetos A, B € obj (D) se verifica que:

Homp(A,B) C Hom¢(A, B)

(iii)) La composicion de homomorfismos en la categoria D es la restriccién de la com-
posicion de homomorfismos en la categoria C.

Ademds, en el caso cuando Homp(A, B) = Home (A, B), para cada par de objetos
A, B € obj (D), entonces se dice que D es una subcategoria plena de C. Es claro que
en este caso, la subcategoria plena D queda perfectamente definida por sus objetos.

Ejemplo 2.10. Sea Rel la categoria cuya clase de objetos es la de todos los conjuntos
y para cada par de conjuntos A y B, el conjunto de homomorfismos es el de todas las
relaciones de A en B, es decir:

Hompa(A,B) = P (A x B) = 24%5

Entonces es claro que con la composicién usual de relaciones, Rel es una categoria
y ademds Sets es una subcategoria no plena de Rel.

Ejemplo 2.11. Podemos enunciar muchos ejemplos de subcategorias utilizando las cat-
egorias definidas anteriormente, por mencionar algunos:

(i) Ab es una subcategoria plena de Gr, mientras esta ultima es una subcategoria no
plena de Sets.
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(ii) Para cada anillo R, la categoria R — Mod es una subcategoria (en general no
plena) de Ab.

(iii) Para cada anillo R, la categor’ia R — mod, cuyos objetos son los R-moddulos
izquierdos finitamente generados, es una subcategoria plena de R — M od.

Un tipo muy importante de categoria es definido en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.12. Sea C una categoria, definimos la categoria dual de C, denotada como
C°P, como sigue:

e 0bj (C°P) = obj (C).
e Para cada par de objetos Ay B, Homcor(A, B) = Home(B, A).

e Si f € Homeow(A,B) y g € Homeor(B, (), entonces definimos la com-
posicion g f en C°P como la composicion fg en C.

Es facil verificar que se cumplen los axiomas de categoria para C°P.

Coloquialmente hablando, decimos que la categoria dual C°? “invierte las flechas”
de la categoria C, y es esta idea la que dard origen al importante concepto de dualidad
el cual veremos més adelante.

Hay muchos més ejemplos de categorias, pero con los que hemos dado es suficiente
para ejemplificar los diversos conceptos que veremos.

2.2. Funtores

Asi como existen las funciones entre conjuntos, o los homomorfismos entre grupos,
también existen los llamados funtores entre categorias, los cuales sirven para estudiar
las relaciones que puedan existir entre dos categorias dadas.

Definicion 2.3. Sean C y D categorias, un funtor covariante entre C y D es una regla
de correspondencia denotada como F' : C — D tal que:

(i) Paracada A € objC, F(A) € obj D.

(i) Si f € Hom¢(A, B), entonces F(f) € Homp(F(A), F(B)).

(iii) F(9f) = F(9)F(f)-

(iv) Si A € obj C, entonces F'(14) = 1p(4).
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En otras palabras, un funtor covariante manda objetos en objetos, morfismos en mor-
fismos, respeta las composiciones y las identidades. Una forma simple de visualizar
el concepto de funtor covariante, es a través de los diagramas; asi por ejemplo, la
propiedad (iii) de la definicién anterior, se ve como sigue:

Ar——=F(A)

iF(f)
—— F(B) F(gf)
)

iF(g

—— F(C)

ay
<2

Q

Mientras que la propiedad de preservacion de las identidades se ve asi:
Ar——F(A)

1Ai \LF(lA)lF(A)
Ar——=F(A)

Ejemplo 2.13. Si C es cualquier categoria, definimos el funtor identidad F' : C — C
tal que para cada A € obj C, F(A) = Aysi f: A — B, entonces F(f) : A — B
donde F'(f) = f que trivialmente cumple (iii) y (iv) de la definicion de funtor.

Ejemplo 2.14. Sean C y D categorias, y sea D € obj D (fijo), definimos el funtor
constante como F' : C — Dtal que paracada A € objC, F(C) = D,ysi f : C1 — Co,
entonces F'(f) : D — D tal que F(f) = 1p, y facilmente se ve que se cumplen las
condiciones (ii1) y (iv) de la definicién de funtor.

En varias ocasiones es posible definir lo que se acostumbra llamar “funtor que
olvida”. Veamos un par de ejemplos:

Ejemplo 2.15. Sea F' : Gr — Sets tal que para cada grupo G, F'(G) denota al con-
junto subyacente de G, es decir, F'(G) “se olvida” que G es un grupo y solamente “se
acuerda” que G es un conjunto. Ademds, si f : G — G’ es un homomorfismo de
grupos, entonces F'(f) = f es la funcion subyacente de f, es decir F'(f) “se olvida”
que f es un homomorfismo y Gnicamente “se acuerda” que f es una funcion entre dos
conjuntos.

Es claro que esto define un funtor covariante.

Ejemplo 2.16. Sea F' : Mod — R — .Ab tal que para cada R-mddulo derecho M,
F(M) denota al grupo abeliano subyacente de M, es decir, F'(M) “se olvida” que
M es un R-médulo derecho y solamente “se acuerda” que M es un grupo abeliano.
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Ademds, si f : M — N es un homomorfismo de R-mddulos, entonces F'(f) = f es
el homomorfismo de grupos abelianos subyacente de f, es decir F'(f) “se olvida” que
f es un R-homomorfismo y inicamente “se acuerda” que f es un homomorfismo entre
dos grupos abelianos.

Es claro que de esta forma, podemos definir diversos funtores que olvidan.

Ejemplo 2.17. Sea D una subcategoria de C y definimos el funtor inclusiéon F' : D — C
tal que para cada objeto A de D, F(A) = A visto como objetode C,ysi f : A — B
es un homomorfismo de la categoria D, entonces F'(f) = f visto como homomorfismo
de la categoria C.

Es claro que esto define un funtor covariante.
Uno de los funtores covariantes mas importantes es el que definimos a continuacion.

Ejemplo 2.18. Sea C una categoria y sea A € obj C (fijo), definimos el funtor covari-
ante Hom como:

F =Hom¢(A,_):C — Sets

tal que si B € obj C, entonces F'(B) = Hom¢(A,B), ysi f : B — C, entonces
F(f) : Home(A, B) — Home(A, C) tal que F(f)(g) = f
En efecto, F(hf)(g9) = (hf)g = h(fg) = F(h)(fg) =
demuestra que F'(hf) = F(h)F(f). Ademas, F(15)(g) =
que F(lB) = 1F(B)~

( )(F'(f)(g)) lo que

= g lo que implica

En el ejemplo anterior, es costumbre escribir F'(f) := fi, por lo que f.(g) = fg.

Existe otro tipo de funtor entre categorias, el cual definimos a continuacién.

Definicion 2.4. Sean C y D categorias, un funtor contravariante entre C y D es una
regla de correspondencia denotada como G : C — D tal que:

(i) Paracada A € objC, G(A) € obj D.

(ii) Si f € Hom¢(A, B), entonces G(f) € Homp(F(B), F(A)).

(iii) G(gf) = G(f)G(g)-

(iv) Si A € obj C, entonces G(14) = 1ga)-

En otras palabras, un funtor contravariante tiene casi las mismas propiedades que las
de un funtor covariante, solo que invierte las flechas. En este caso, el diagrama que
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representa la propiedad (iii) de la definicién anterior se ve como sigue:

A——G(A)

fl TG(f)

——G(B) G(gf)
)

TG(Q

—— G(C)

Sy

Q
B S

Q

Mientras que la propiedad de preservacion de las identidades se ve asi:
Ar——=G(A)
Ar——=G(A)

Uno de los ejemplos mds importantes de funtor contravariante nos lo otorga de
nueva cuenta un funtor Hom, solamente que en esta ocasién se mantendrd fija la se-
gunda componente. Aclaramos de manera precisa esta idea en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.19. Sea C una categoria y sea B € obj C (fijo), definimos el funtor con-
travariante Hom como:

G = Home(_,B):C — Sets

tal que si A € obj C, entonces G(A) = Hom¢(A,B), ysi f : A — C, entonces
G(f): Home(C,B) — Hom¢(A, B) tal que G(f)(g) = gf.

En efecto, G(hf)(g9) = g(hf) = (gh)f = G(f)(gh) = G(f)(G(h)(g)) lo que
demuestra que G(hf) = G(f)G(h). Ademas, F(14)(g9) = gla = g lo que implica
que G(lA) = lg(A).

En el ejemplo anterior, es costumbre escribir G(f) := f*, por lo que f*(g) = gf.

Coloquialmente hablando, decimos que si mantenemos fija la primera componente,
entonces el funtor Hom es covariante, mientras que si mantenemos fija la segunda
componente, entonces el funtor Hom es contravariante.

2.3. Categorias Pre-aditivas y Funtores Aditivos

Para ciertas categorias, los funtores Hom definidos anteriormente tienen caracteristicas
peculiares. Por ejemplo, para la categoria C = Mod — R (0 C = R — Mod), se sabe
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que para cada par de R-mddulos M y N, el conjunto Hompg (M, N) es un subgrupo
del grupo abeliano Hom(M, N), y por lo tanto, el mismo Hompg(M, N) es un grupo
abeliano aditivo, en donde ademds, es facil ver que se cumple que (f + g)h = fh+ gh
si f,g € Homr(M,N)y h € Homg(K, M), y también h(f + g) = hf + hg si
f,g€ Homr(M,N)yh € Homg(N, L).

Pero ademds vemos que en este caso el funtor covariante [ om sufre un cambio en
su contradominio, esto es,

Homp(M,_): Mod — R — Ab

para lo cual s6lo debemos probar que si f : N — L, entonces f, es un homomorfismo
de grupos abelianos; en efecto, tenemos que:

felgr +92) = flg1 4+ 92) = fo1 + fg2 = fu(g1) + falgo)

Notese que para probar que f, es un homomorfismo de grupos, tinicamente usamos el
hecho de que la composicidn distribuye a la suma.

Andlogamente se verifica que el funtor H om contravariante, también sufre el mismo
cambio en su contradominio, esto es,

Homp(_,N): Mod — R — Ab

Lo anterior motiva el siguiente concepto:

Definicion 2.5. Una categoria C se llama categoria pre-aditiva, si para cada par
A,B € obj C, el conjunto Hom¢(A, B) tiene estructura de grupo abeliano adi-
tivo, tal que la composicién (en C) se distribuye (por ambos lados) con la suma del
Home(A, B).

Ejemplo 2.20. Las categorias de R — Mod y Mod — R son categorias pre-aditivas.

Es claro entonces que con el concepto de categoria preaditiva a la mano, podemos
generalizar los dos ejemplos anteriores como sigue:

Ejemplo 2.21. Sea C una categoria preaditiva, entonces para cada par de objetos Ay B
de C, los funtores Hom sufren un cambio en su contradominio, esto es,

Home(A, ) :C — Ab

Home(_,B) : C — Ab
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Ejemplo 2.22. Sea S un monoide, entonces para que la categoria definida por S sea
pre-aditiva, es necesario que Hom(x,*) = S tenga una operacién aditiva, bajo la cual
es un grupo abeliano, y ademas que el producto de S distribuya a la suma por ambos
lados. Por lo tanto, S es en realidad un anillo asociativo con 1.

Definicion 2.6. Sean C y D categorias pre-aditivas, un funtor ' : C — D (covariante
o contravariante) se llama funtor aditivo si:

F(f1+ f2) = F(fi) + F(f2),Vf1, fo € Homc(A, B)

Esta condicion nos dice que la funcion Hom¢(A, B) — Homp(F A, FB) dada por
f+ F(f), es un homomorfismo de grupos.

Ejemplo 2.23. Si M, N € Mod— R, entonces los funtores Homp(M,_ )y Homg(_,N)
son funtores aditivos. En efecto, tenemos que:

(fi + f2)«(9) = (fr + f2)g = fig + fag = (f1)«(9) + (f2)«(9) = ((f1)« + (f2):)(9)

Lo que implica que (f1 + f2)x = (f1)« + (f2)«, que es la condicion para que el funtor
sea aditivo. Andlogamente se ve que (f1 + f2)* = (f1)* + (f2)*.

Noétese que nuevamente usamos el hecho de que la composicién distribuye a la
suma, por lo que vemos que dicha condicién impuesta a una categoria pre-aditiva es de
suma importancia.

De manera completamente similar se puede verificar la veracidad del siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.24. Si C es una categoria pre-aditiva, entonces para cada A, B € 0bj(C), los
funtores Hom¢ (A, _ )y Home(_, B) son funtores aditivos.

Ejemplo 2.25. Sean Ry R’ anillos con 1, por el ejemplo 2.3.3 sabemos que ambos
definen dos categorias pre-aditivas C y D, respectivamente, donde obj(C) = {x},
Home(*,%) = R (con la composicién como el producto de R), obj(D) = {+'} y
Homp(*',*") = R’ (con la composicién como el producto de R').

Asi que un funtor covariante aditivo F' : C — D debe enviar el objeto * en el objeto
' yacadar € Ren F(r) =1’ € R de tal forma que:

(i) F respeta las composiciones, es decir, F'(r1r2) = F(r1)F(re) paratodo r1,ry €
R.

(ii) F manda identidades en identidades, es decir, F/(1g) = 1p.
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(ili) F' abre sumas de homomorfismos, es decir, F'(r; + r3) = F(r1) + F(ry) para
todo r1,79 € R.

En resumen, F' es un funtor covariante aditivo si y sélo si F' es un homomorfismo
de anillos con 1.

De forma similar se puede verificar que si F' es contravariante, entonces F’ es aditivo
siy s6lo si F' es un anti-homomorfismo de anillos con 1.

Si C es una categoria preaditiva, entonces para cada par de objetos Ay B en C, el
grupo abeliano Hom¢ (A, B) contiene un unico elemento neutro aditivo, el cual pode-
mos denotar como 04 g.

Proposicion 2.1. Sea C una categoria preaditiva, y sean A, B € objCy f € Hom¢(A, B).
Entonces para cualquier objeto X de C se cumplen las siguientes igualdades:

(i) O xf =04x.
(ii)) fOx,.a=0xp.

Demostracion. Probamos la igualdad (i) y la otra es andloga. En vista de que 0p x es
neutro, y C es preaditiva, vemos que se cumplen las siguientes igualdades:

Opxf=0px+0px)f=0xf+0xf

La propiedad (i) se sigue entonces por la Ley de la cancelacion de la suma del grupo
abeliano Hom¢ (A, X). O

Las propiedades demostradas en la proposicién anterior no dicen otra cosa sino
que, en categorias pre-aditivas, al componer el neutro aditivo de cada conjunto Hom,
por cualquiera de los dos lados, el resultado es el neutro aditivo del conjunto Hom
correspondiente.

Si usdramos la notacién 0 para estos neutros aditivos, entonces estas propiedades se
pueden escribir de manera mas simple como:

0f =0y f0=0

2.4. Morfismos Especiales

Muchas clases especiales de homomorfismos en grupos, R-mdédulos, etc. se pueden
estudiar en categorias arbitrarias. Es de esperarse que no en todas las categorias, estas
generalizaciones coincidan con lo ordinario.
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Definicion 2.7. Sea C una categoria y sea f : A — B un morfismo en C. Si usamos la
notacién funcional por la izquierda, entonces f es llamado:

(i) Un monomorfismo si para cada D € 0bj(C) y cada g,h € Home(D, A) se
cumple la siguiente implicacion:

fg=Ffh=g=h
Esto es, si f es cancelable por la izquierda.

(ii) Un epimorfismo si paracada D € obj(C) ycada g, h € Hom¢(B, D) se cumple
la siguiente implicacion:
gf=hf=g=nh

Esto es, si f es cancelable por la derecha.
(iii) Un bimeorfismo si f es monomorfismo y epimorfismo.

(iv) Una retraccion si existe g : B — A (en C) tal que fg = 1p, esto es, si f es
invertible por la derecha.

(v) Una corretraccion si existe g : B — A (enC) tal que gf = 14, estoes, si f es
invertible por la izquierda.

(vi) Un isomorfismo si f es una retraccion y corretraccion.

Observaciones.

(i) En muchas ocasiones es mds conveniente el uso de diagramas para recordar cor-
rectamente las definiciones. Por ejemplo, si en vez de usar la notacién fun-
cional por la izquierda, usamos la notacién funcional por la derecha, entonces
la definicién de que f sea un monomorfismo debe escribirse como sigue:

“Para cada g, h € Hom¢(D, A) se cumple que si gf = hf, entonces h = g”

Esto es, jsi f es cancelable por la derecha! y claramente esto puede ser causa de
confusion.

Para evitar ésto, resulta mas conveniente pensar que f es un monomorfismo si
siempre que un par de morfismos que “le llegan a f”, son tales que ambas com-
posiciones son iguales, entonces los dos morfismos deben ser iguales. Es sufi-
ciente entonces con recordar que la dnica forma en que ambas composiciones
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coincidan en el siguiente diagrama, es cuando g = h:

g f
D A——=2DB
h

De igual forma, resulta mas conveniente pensar que un morfismo f es un epimor-
fismo si siempre que un par de morfismos que “salen de f”, son tales que ambas
composiciones son iguales, entonces los dos morfismos deben ser iguales. Es su-
ficiente entonces con recordar que la Unica forma en que ambas composiciones
coincidan en el siguiente diagrama, es cuando g = h:

f _ Y.
A——-DB D
h

(i1) Sirecordamos la definicion de la categorfa dual, podemos decir que los conceptos
de monomorfismo y epimorfismo se pueden obtener uno a partir del otro, invir-
tiendo las flechas en cada definicién, y es por esto que se dice que monomorfismo
y epimorfismo, son conceptos duales. De la misma forma, los conceptos de re-
traccion y corretracci’on también son conceptos duales.

En general, para dualizar un concepto, es necesario invertir todas las flechas que
intervengan en la definicidn, asi como sustituir los objetos por sus duales. Por
ejemplo, el concepto de bimorfismo es “ser monomorfismo y epimorfismo”, por
lo que el concepto dual de bimorfismo seria “ser epimorfismo y monomorfismo”
que en este caso, coincide con el mismo concepto de bimorfismo. Decimos en-
tonces que este concepto es autodual. Igualmente se tiene que el concepto de
isomorfismo, es autodual.

Finalmente mencionamos que es una practica comun, mas no generalizada, an-
teponer el prefijo “co” al nombre asignado a un concepto, cuando éste es dual-
izado. Por ejemplo, retraccion y correctraccion.

En la siguiente proposicién resumimos las principales propiedades de estos morfis-
mos.

Proposicion 2.2. Sea C una categoriay sean f : A — By g : B — C morfismos en C.
Entonces:

(i) Si fy g son monomorfimos (epimorfismos, bimorfismos), entonces g f también es
monomorfismo (epimorfismo, bimorfismo).

(ii) Si gf es epimorfismo, entonces g es epimorfismo.
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(iii) Si gf es monomorfismo, entonces f es monomorfismo.

(iv) Si f es una retraccion, entonces f es un epimorfismo.

(v) Si f es una corretraccion, entonces f es un monomorfismo.
(vi) Si f es un isomorfismo, entonces f es un bimorfismo.

(vii) Si f es un isomorfismoy o : B — Ay (8 : B — A son tales que foo. = 1y
Bf = 14, entonces o = .

Demostracion. (i) Supongamos que f y g son monomorfismos, y sean « 'y [ tales que
(9f)a = (gf)B, 0lo que es lo mismo, g(fa) = g(f3); como g es monomorfismo, esto
implica que fao = fB y como f es monomorfismo, se sigue entonces que o« = (3. La
segunda parte es andloga y la tercera parte es consecuencia de las dos primeras.

(i1) Supongamos que g f es epimorfismo y sean « y (3 tales que ag = (3¢, de donde
(ag)f = (Bg)f olo que es lo mismo a(gf) = 5(gf), y como gf es epimorfismo, se
sigue entonces que o = (3 .

(iii) Supongamos que ¢ f es monomorfismo y sean v y (3 tales que fa = ff3, de
donde g(fa) = g(fp) olo que es lo mismo (gf)a = (gf)S, y como gf es monomor-
fismo, se sigue entonces que oo = 3 .

(iv) Supongamos que f es una retraccién y sea h : B — A tal que fh = 1p.
Suponiendo que aof = S f, entonces (af)h = (8f)h o lo que es lo mismo, a(fh) =
B(fh), es decir, alp = S1p y de aqui que o = 3.

(v) Es anédloga a (iv).

(vi) Es consecuencia inmediata de (iv) y (v).

(vii) Tenemos la siguiente serie de igualdades:

a=1laa=(Bf)a=pB(fa)=plp=p

O
Observacion:
En vista del dltimo inciso de la proposicién anterior, vemos que f es un isomorfismo si
y sélo si f es invertible en C, es decir, si existe un dnicog : B — Atalque gf = 14y
fg = 1p. Este morfismo se denota como g = f~ 1.

Definicion 2.8. Sea C una categoria y sean A y B objetos de C. Decimos que Ay B

son isomorfos, como objetos de la categoria C, si existe un isomorfismo f : A — Ben
C.

En categorias de R-mdédulos tenemos las siguientes propiedades:
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Proposicion 2.3. Sea f : M — N un morfismo en R-Mod o R-mod. Entonces:

(i) f es un monomorfismo si y sélo si f es inyectivo.

(ii) f es un epimorfismo siy sélo si f es suprayectivo.

(iii) f es un isomorfismo si 'y sdlo si f es biyectivo, es decir, si y sélo si f es bimor-
fismo.

Demostracion. (i) “=" Supongamos que f no es inyectivo, es decir, existen my,mo €
M tales que f(m1) = f(mz) y mi # my. Definimos entonces h; : R — M tal que
hi(r) = rmyy hy : R — M tal que ho(r) = rmqy. Es facil ver que hy y hs son
R-homomorfismos para los cuales se cumple que fhy = fhsy pero hy # ho, lo que
demuestra que f no es monomorfismo.

“«<” Supongamos que f es inyectivo y sean g,h : L — M tales que fg = fh,
de aqui que para todo x € L se cumple que (fg)(z) = (fh)(x), es decir, f(g(z)) =
f(h(x)) y como f es inyectiva, entonces g(x) = h(z), esto es, g = h, lo que prueba
que f es monomorfismo.

(ii) “=" Si f no es suprayectivo, entonces N/Imf # {0} y la proyeccién canénica
m: N — N/Imf no es el homomorfismo nulo. Pero entonces si 0 : N — N/Imf es
el homomorfismo nulo, entonces es claro que 0f = 7 f = 0, pero 0 # m, lo que prueba
que f no es epimorfismo.

“«<" Supongamos que f es suprayectivo y sean g,h : N — L tales que gf =
hf; entonces para cada n € N existe m € M tal que f(m) = n y de aqui que
g(n) = g(f(m)) = h(f(m)) = h(n), lo que demuestra que g = h y por lo tanto, f es
epimorfismo.

(iii) “=" Si f es isomorfismo, entonces f es bimorfismo y por (i) y (ii), f es biyec-
tivo.

“«” Si f es biyectivo, entonces f existe la funcién inversa f~! y es facil ver que

ésta es R-homomorfismo, lo que implica que f~! es un morfismo en R-Mod, y de aqui
que f es isomorfismo. O

Existe otro tipo de morfismos especiales en categorias, los cuales definimos a con-
tinuacién.
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Definicion 2.9. Sea C una categoriay sea f : A — B un morfismo en C, decimos que:

(1) f es un morfismo cero izquierdo si para cualesquier par de morfismos que “le
lleguen a f”, las dos composiciones coinciden, esto es, para todo g,h : D — A
en C, necesariamente se cumple que fg = fh.

(ii) f es un morfismo cero derecho si para cualesquier par de morfismos que “salen
de f”, las dos composiciones coinciden, esto es, para todo g,h : B — D en C,
necesariamente se cumple que gf = hf.

(iii) f es un morfismo cero, si f es morfismo cero izquierdo y derecho.

Al igual que con los otros morfismos especiales, en el caso de categorias de R-
modulos, el concepto de morfismo cero se reduce a lo usual.

Proposicion 2.4. En la categoria R-Mod o R-mod, un R-homomorfismo f : M — N
es un morfismo cero si'y sélo si Imf = {0}.

Demostracion. Supongamos que f es morfismo cero y consideremos los
R-homomorfismos 15 y Op, la identidad y el homomorfismo nulo, respectivamente.
Como f es morfismo cero, entonces 1 f = On f lo que implica que para todo m € M
se cumple que f(m) = 0y de aqui que Imf = {0}.

Reciprocamente, supongamos que Imf = {0}, y sean g,h : N — L, entonces
para cada m € M se tiene que g(f(m)) = ¢g(0) = 0y también h(f(m)) = h(0) =0
es decir, g(f(m)) = h(f(m)), de donde gf = hf lo que demuestra que f es morfismo
cero derecho. Por otro lado, si o, 5 : K — M, entonces para cada x € K se cumple
que f(a(z)) =0 = f(B(x)), es decir, fa = ff lo que demuestra que f es morfismo
cero izquierdo. Ol

2.5. Objetos Especiales

Existen también ciertos objetos especiales definidos en categorias arbitrarias, que al
igual que con los morfismos anteriores, en categorias de R-mdédulos coinciden con lo
ordinario, pero no asi en otras categorias.
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Definicion 2.10. Sea C una categoria y sea A un objeto de C. Entonces:

(i) A esllamado objeto inicial de C si para cada objeto B de C, existe exactamente
un morfismo f : A — BenC.

(ii) A es llamado objeto terminal de C si para cada objeto B de C, existe exacta-
mente un morfismo f : B — AenC.

(iii) A es llamado objeto cero de C si A es objeto inicial y terminal.

Ejemplo 2.26. SiC = Sets, entonces A = () es el Ginico objeto inicial, mientras que A =
{a}, cualquier conjunto singulete, son objetos terminales. Por ende, en esta categoria
no existe el objeto cero.

Ejemplo 2.27. SiC = R — Mod, entonces el R-médulo {0} es el tinico objeto inicial y
terminal, y por ende, el "unico objeto cero.

Las propiedades esenciales de estos objetos se enuncian a continuacion.
Proposicion 2.5. Sea C una categoria y sean A, B, D, Z objetos de C. Entonces:
(i) Todos los objetos iniciales (terminales, cero) de C, son isomorfos.

(ii) Si A es un objeto inicial, entonces cada f : A — B en C es un morfismo cero
derecho y cada g : D — A en C es una retraccion.

(iii) Si A es un objeto terminal, entonces cada f : B — A en C es un morfismo cero
izquierdo y cada g : A — D en C es una corretraccion.

(iv) Si Z es un objeto cero, entonces el viinico morfismo Z — B es una corretraccion
y el vinico morfismo B — Z es una retraccion.

(v) Si Z es un objeto cero, entonces los vnicos morfismos f : Z — B, g: A — Z
son morfismos cero. Si definimos fg: A — B, entonces fg también es morfismo
cero. En particular, Hom¢(A, B) # () y hay un vnico morfismo cero A — B, el
cual es denotado como 0 4 p.

Demostracion. (i) Supongamos que A y B son objetos iniciales en C. Por ser A objeto
inicial, existe un unico morfismo f : A — B, y un tnico morfismo A — A, pero
este dltimo debe ser entonces la identidad 1 4. De igual forma, por ser B objeto inicial,
existe un tnico morfismo g : B — A y un Gnico morfismo B — B, el cual debe ser la
identidad 1.
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Pero entonces, yaque gf : A — A, entonces necesariamente g f = 14 y analogamente
se sigue que fg = 1p, probando de esta forma que A es isomorfo a B.

De igual manera se prueba que los objetos terminales son isomorfos, y el hecho de
que los objetos cero sean isomorfos es consecuencia de estos dos casos.

(i1) Supongamos que A es objeto inicial y sean f : A - Byg,h: B — D. Yaque
existe un tnico morfismo A — D, entonces es claro que gf = hf, lo que prueba que f
es morfismo cero derecho.

Ahorasea g : D — A, como A es objeto inicial existe un tnico morfismo f : A —
D, y por la misma razén existe un dnico morfismo A — A, el cual debe ser la identidad
1 4. Pero entonces g f = 14 lo que demuestra que g es una retraccion en C.

(iii) La prueba de este inciso es completamente andloga a la de (ii).

(iv) Supongamos que Z es un objeto cero, por ser Z objeto terminal y por el inciso
(iii), tenemos que el tnico morfismo Z — B es una corretraccién, y por ser Z objeto
inicial y por el inciso (ii), el inico morfismo B — Z es una retraccion.

(v) Supongamos que Z es un objeto cero, entonces existen Unicos morfismos f :
Z — Byg: A — Z. Por el inciso (ii) tenemos que f es morfismo cero derecho y
sia, : D — Z, por ser Z objeto terminal, se sigue que &« = (3 y de aqui es obvio
que af = Bf, lo que demuestra que f es morfismo cero izquierdo. Por lo tanto f es
morfismo cero, y de igual forma se prueba que g es morfismo cero.

Para probar que fg es morfismo cero, sean «, 3 : B — D, por ser f morfismo cero,
se sigue que af = Bf, y de aqui que a.fg = Bfg, lo que prueba que fg es morfismo
cero derecho. Analogamente se ve que fg es morfismo cero izquierdo.

Para terminar la prueba, solamente nos resta demostrar la unicidad del morfismo
cero en Hom¢(A, B), para lo cual suponemos que 6 : A — B es otro morfismo cero.
En vista de que Z es objeto terminal, debe existir un Gnico morfismo i : B — Z 'y por
la misma razén debe existir un tnico morfismo A — Z, lo que implica que hd = gy
de aqui que fh6 = fg. Por otro lado, ya que 6 es morfismo cero, entonces viendo el
siguiente diagrama:

1B

A-%.p B

es claro que 1560 = fho, lo que junto con la igualdad anterior implica que 6 = fg.

En el caso cuando C es una categoria pre-aditiva, entonces cada conjunto Hom¢ (A, B)
es un grupo abeliano aditivo, por lo que existe un elemento neutro aditivo, y es de es-
perarse que éste coincida con el morfismo cero 04 g de la proposicion anterior. O

En efecto, tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.6. Sea C una categoria pre-aditiva y con objeto cero, y sean Ay B
objetos de C, si 05 p denota el neutro aditivo del grupo abeliano Hom¢ (A, B) y 04,
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denota el morfismo cero definido en el inciso (v) de la proposicion anterior, entonces:
048 =04n

Demostracion. De acuerdo a la unicidad demostrada en el inciso (v) de la proposicién
anterior, es suficiente con probar que 64 g es un morfismo cero en Home (A, B).

En efecto, se sigue por la proposicion 2.1 que si f,g : B — D, entonces f04 p =
O0apy 9948 = 0ap y de aqui que f0s 3 = gfa p lo que demuestra que 04 p es
morfismo cero derecho y andlogamente se prueba que 0 4 g es morfismo cero izquierdo.

Ol

Notaciones:

e Debido a que todos los objetos cero son isomorfos, es costumbre denotarlo sim-
plemente como 0.

e Debido al inciso (v) de la proposicion 2.5, si C es una categoria con objeto cero,
entonces para cualesquier par de objetos A y B de C existe un tnico morfismo
cero 04 B, el cual se denota simplemente como 0.

e Si C es una categoria con objeto cero 0, entonces para cualesquier par de objetos
Ay B de C, existen unicos morfismos 0 — By A — 0, los cuales son los
morfismos cero correspondientes. En este par de casos, es costumbre omitir la
notacion explicada en el punto anterior, y inicamente escribir0 - By A — 0,
ya que se sobreentiende a que morfismos nos referimos.

e Cuando la categoria C es pre-aditiva y tiene objeto cero, vimos en la proposicion
2.6, que el neutro aditivo 4, g coincide con el morfismo cero 04 g definido en el
inciso (v) de la proposicién 2.5. Es costumbre denotar a este morfismo comiin,
simplemente como 0, sin olvidar que tiene tanto las propiedades del neutro aditivo
como las del morfismo cero.

2.6. Nucleos y conucleos

Un concepto que surge comuinmente en dlgebra lineal, teoria de grupos y teoria de
anillos, es el de nicleo y en teoria de médulos, vimos ademas el de conticleo.

Para definir estos conceptos en categorias arbitrarias surge el mismo problema que
con los morfismos y objetos especiales: las definiciones usuales usan elementos de un
conjunto, y esto no es categérico. En el caso del tema que estamos discutiendo, recorde-
mos que el nicleo estd formado por todos los elementos del dominio, cuya imagen es el
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neutro aditivo del contradominio (sean espacios vectoriales, grupos, anillos, etc.); para
poder encontrar una definicién que pueda ser transportada a categorias, necesitamos
hallar una definicion equivalente la cual no use elementos, sino solamente los objetos y
los morfismos.

Efectivamente tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.7. Sean M y N R-mddulos derechosy sea f : M — N un R-homomorfismo.
Para un R-submodulo K < M denotemos por i : K — M a la inclusion natural. Son
equivalentes:

(i) K = kerf.

(ii) fi = 0y si L esotro Rmdéduloy j : L — M es R-homomorfismo tal que
fj = 0, entonces existe un vinico R-homomorfismo g : L — K tal que el siguiente
diagrama es conmutativo:

L
g //\LA
. J
- f
K——sM-——=N

es decir, tal que ig = j.

Demostracion. “=" Si K = ker f, entonces paratodo x € K se cumple que (fi)(x) =
f(z) = 01o que implica que fi = 0.

Si suponemos que fj = 0, entonces para todo x € L se cumple que j(z) € M
es tal que f(j(x)) = 0, es decir, j(z) € K. Por lo tanto, podemos correstringir el
R-homomorfismo j como g : L — K de tal forma que g(x) = j(z) para cada z € L.
Por lo tanto, para todo z € L se verifica que:

(9)(z) = g(x) = j(=)

con lo que queda demostrado que gi = j. Pero ademas, si h : L — K es otro R-
homomorfismo tal que hi = j, entonces para cada € L se cumple que (hi)(x) =
j(x), es decir, h(z) = g(z), lo que demuestra que h = g y g es tnico.

“«<" De la igualdad fi = 0 se sigue que para todo x € K se cumple que f(x) = 0,
lo que demuestra que K C kerf.

Por otro lado, si j : kerf — M es la inclusion natural, entonces es claro que
fj = 0y por lo tanto, debe existir un dnico R-homomorfismo g : kerf — K tal que
gi = 7, lo que significa que para todo = € kerf se cumple que (gi)(z) = j(z) y de
aqui que x = g(x) € K, con lo cual queda demostrado que kerf C K y por lo tanto,
K = kerf. 0J

Es evidente que la equivalencia establecida en la proposicion anterior si es factible
de ser generalizada al contexto de categorias, siempre y cuando sean categorias que
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contengan morfismos cero entre cualesquier par de objetos. Debido al resultado de la
proposicién 2.5 inciso (v), sabemos que esto es cierto si la categoria contiene objeto
cero. Esta es entonces una condicién necesaria para poder hablar de nicleos en cate-
gorias.

Definicion 2.11. Sea C una categoria con objeto cero y sea f : A — B un morfismo
en C. Definimos el niicleo de f como una pareja (/i) donde K es un objeto de C
ei: K — A esun morfismo en C y son tales que satisfacen la siguiente propiedad
universal:

() fi=0.

(ii) Dada cualquier otra pareja (L, j) donde L es un objetode Cy j : L — Aes
un morfismo de C y son tales que fj = 0, entonces existe un Ginico morfismo
g : L — K enC tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

L
mg/”$
v J
¥ . f
K—>~A—>B

Por la proposicién 2.7, es obvio que en la categoria R-Mod (Mod-R),si f : M — N,
K = kerfei: K — M es lainclusién natural, entonces (K, ) es un niicleo (en el
sentido categérico) para f.

Una ganancia al tener la definicién categérica de nicleo, es que podemos dualizarla
facilmente para obtener la definicién categdrica de contcleo.
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Definicion 2.12. Sea C una categoria con objeto cero y sea f : A — B un morfismo
en C. Definimos el conticleo de f como una pareja (L, 7) donde L es un objeto de C
y 7w : B — L es un morfismo en C y son tales que satisfacen la siguiente propiedad
universal:

@ nf =0.

(ii) Dada cualquier otra pareja (F, p) donde E es un objetode Cy p : B — E es
un morfismo de C y son tales que pf = 0, entonces existe un tnico morfismo
g : L — FE enC tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

Lo primero que debemos verificar es que en la categoria R-Mod (Mod-R), el conticelo
definido en la unidad anterior, efectivamente corresponde al conticleo de la definicién
2.6.2. En efecto, tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.8. Sean M,N € R — Mody f : M — N un R-homomorfismo. Si
L=N/Imfymn: N — L es la proyeccion candnica, entonces (L, ) es un coniicleo
def.

Demostracion. Lo primero que debemos ver es que 7w f = 0, lo cual es obvio, ya que si
m € M, entonces w(f(m)) = f(m)+ Imf =Imf =0.

Ahora suponemos que (E, p) son tales que p : N — E'y pf = 0, y esto dltimo
implica que Imf C kerp, por lo que podemos aplicar el teorema del factor para ver
que existe un dnico A : N/Imf — FE tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

N P E
/‘/
x e
N/Im

es decir, \m = p, pero precisamente esto demuestra que la pareja (L, ) satisface la
propiedad universal del contcleo de f:

Mt N_—" L

7
7
pJ, =P\

E
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con lo cual queda terminada la prueba. U

En vista de que el niicleo y conticleo satisfacen cierta propiedad universal, entonces
cuando existen deben ser unicos salvo isomorfismo. En efecto, tenemos el siguiente
resultado:

Proposicion 2.9. Sea C una categoria con objeto cero, y sea f : A — B un morfismo
en C. Entonces:

(i) Si (K,i)y (L,j) son niicleos de f, entonces existe un tinico isomorfismo o :
K — L tal que jo = 1.

(ii) Si (L,m) y (E, p) son coniicleos de f, entonces existe un tinico isomorfismo o :
L — FE tal que am = p.

Demostracion. (i) Ya que (K, i) es un nicleo de f entonces fi = 0y como (L, )
es nicleo de f, entonces existe un tnico morfismo « : K — L tal que el siguiente
diagrama es conmutativo:
K
7/
Ao \L
v 2
- f
L—A——B
Invirtiendo los papeles vemos que existe un tnico morfismo 5 : L — K tal que el
siguiente diagrama es conmutativo:

L
a7 l .
VZ J
L f
K—A——=B
Ahora bien, por la propiedad universal del niicleo (K, i), sabemos que debe existir
un unico morfismo A : K — K tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

K
7
1D l
V2 (2
¥ f
K—>A—">B
el cual claramente es A\ = 1g, asi que si probamos que S = 4, entonces Sa = 1.
En efecto, tenemos que:
iba=ja=1
Andlogamente se prueba que 8 = 1, con lo cual queda demostrado que « (y
también ) es un isomorfismo.
(ii) Se sigue por dualizacién de la demostracién de (i).
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Para finalizar, sabemos que en R-Mod (Mod-R) la inclusién natural y la proyeccion
candnica, son R-monomorfismo y R-epimorfismo, respectivamente, por lo que esper-
amos que en general se tengan estas mismas propiedades en categorias arbitrarias. [

En efecto, tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.10. Sea C una categoria con objeto cero 'y sean A, B € obj(C)y f :
A — B. Si (K,i) es un niicleo de fy (L, ) es un coniicleo de f, entonces:

(i) i es monomorfismo en C.
(ii) 7 es epimorfismo en C.

Demostracion. (i) Supongamos que g, h : D — K son tales que ¢g = ih. Entonces
tenemos que:

flig) = (fi)g=0g =0
Podemos entonces usar la propiedad universal del nicleo de f para ver que existe
un unico A : D — K tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

s
I l
s )
-

Pero es claro que tanto g como h hacen que conmute el diagrama anterior, por lo
que la unicidad implica que g = h, probando de esta forma que ¢ es monomorfismo en
C.

(ii) Se sigue por dualizacién de la prueba de (i). [

2.7. Sucesiones Exactas

En esta seccién definimos las sucesiones exactas, y estudiamos muy en especial, las
sucesiones exactas cortas. En secciones mds adelante utilizamos estos conceptos para
definir funtores exactos, izquierdos o derechos.

Definicion 2.13. Sean A,B,C € R— Modysean f : A —- Byg: B —» C
R-homomorfismos. Decimos que la siguiente cadena:

A—f>34g>0

es una sucesion cero, si se cumple que gf = 0, o lo que es lo mismo, si Im f C kerg.
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Definicion 2.14. Sean A,B,C € R— Modysean f : A - Byg: B —» C
R-homomorfismos. Decimos que la siguiente cadena:

A—f>B—g>C

es una sucesion exacta, si se cumple que Im f = kerg.

Definicion 2.15. Sea {A; | i € Z} C R — Mod una familia de R-mddulos y supong-
amos que para cada i € Z tenemos R-homomorfismos f; : A; — A;+1. Decimos que
la siguiente cadena:

Aiq fis A; i

es una sucesion exacta, si se cumple que I'm f;_; = ker f; para todo ¢ € Z.

Para poder dar una definicién de sucesion exacta en categorias, necesitamos encon-
trar una equivalencia que utilice conceptos categdricos. Es claro que Imf C kerg
equivale a la igualdad g f = 0, y ahora buscamos la equivalencia de la otra contencion,
para lo cual vemos que si ¢ : kerg — B es la inclusion, entonces laigualdad g f = 0 im-
plica, por la propiedad universal del nticleo, la existencia de un tinico R-homomorfismo
h : A — kerg tal que el siguiente diagrama:

A B

N
N
EILANN i

kerg

es conmutativo. Pero si recordamos que h es la correstriccion de f, es decir, h(a) =
f(a) para todo a € A, entonces tenemos que kerg C Imf es equivalente a que para
cada b € Bexiste a € A tal que b = f(a) = h(a), es decir, h es epimorfismo.

Con esta idea hacemos la siguiente:
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Definicion 2.16. Sea C una categoria con objeto cero y nidcleos, decimos que la
sucesion:

A . B—2-C
es exacta en C si se cumplen las siguientes condiciones:
(i) gf =0.

(ii) Si (K1) es un nicleo de g y h es el tnico homomorfismo que hace que el sigu-
iente diagrama sea conmutativo,

A f B— ¢ c

AN
N
E11 AN i

K

entonces h es un epimorfismo en C.

En realidad no trabajaremos las sucesiones exactas con esta generalidad, pero quisi-
mos dar la definicién categdrica con el propdsito de exponer un ejemplo mas de cémo
un concepto de R-mddulos se puede traducir a un concepto en categorias.

En lo que sigue de esta seccion, trabajaremos en la categoria de R-mddulos.

Ejemplo 2.28. La sucesion 0 —= A —%= B es exacta si y s6lo si a es monomor-
fismo.

En efecto, la sucesion es exacta si y s6lo si es exacta en A, es decir si y sélo si
kera = 0.

Ejemplo 2.29. La sucesiéon B N A —— 0 esexacta siy s6lo si 5 es epimorfismo.

En efecto, la sucesion es exacta si y s6lo si es exacta en A, es decir si y sé6lo si
Img = A.

Ejemplo 2.30. La sucesién 0 A ! B 0 es exacta si y s6lo si f es un

R-isomorfismo.

En efecto, de acuerdo a los dos ejemplos anteriores, la exactitud se cumple si y s6lo
si f es monomorfismo y epimorfismo.

Con cada R-homomorfismo f : M — N, podemos construir una sucesion exacta
como vemos a continuacion.
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Ejemplo 2.31. Sea K = kerf ei: K — M lainclusién natural y sea L = cokerfy
m : N — L la proyeccién candnica, entonces la sucesion:

0—>K—>M N-—"sL 590

es exacta.
En efecto, tenemos que la sucesion es exacta en:

(i) K, yaque ¢ es monomorfismo.
(i) M,yaque Imi= K = kerf.
(iii) N, yaque Imf = kerm.
(iv) L, ya que 7 es epimorfismo.

Un tipo muy importante de sucesiones exactas son las que definimos a continuacién:

Definicion 2.17. Una sucesion exacta corta es una sucesion exacta de la forma:

0 A—2.B_P. ¢ 0

De acuerdo a la definicién de sucesion exacta, se sigue que la sucesion anterior es exacta
si y sélo si:

(i) o es monomorfismo.

(ii) B es epimorfismo.

(iii) Ima = kerp.

Ejemplo 2.32. Sea N < MR, entonces la sucesion:

0 N—>M-—">M/N 0

es una sucesion exacta corta, donde ¢ es la inclusién y 7 es la proyeccién candnica.

De hecho, vemos a continuacién que el ejemplo anterior es el prototipo de toda
sucesion exacta corta.
En efecto, si la siguiente sucesion es exacta:

0 A—2-B_*.¢ 0
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entonces como « es monomorfismo, se sigue que Ima ~ A, y como /3 es epimorfismo,
entonces C' = B/ker[ y por el inciso (iii) anterior, C' ~ B/Ima:. Por lo tanto, tenemos
que el siguiente diagrama:

0 A" . 0
\La llB i@
0 Ima —— B — B/Ima——0

es un diagrama conmutativo con renglones exactos, y donde los homomorfismos que
definen las tres columnas, son R-isomorfismos.

En efecto, es claro que el primer cuadrado es conmutativo, y el segundo cuadrado
también es conmutativo, ya que 6 : C' — B/Ima estd definido por laregla ¢ = 5(b) —
b+ Ima.

En el manejo de diagramas como el anterior, hay una técnica de demostracioén que es
muy util conocida como caceria, y nada mejor que un ejemplo para explicar el método.

Teorema 2.11. (Lema del Tres)
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos:

0 A—2.pB_*. ¢ 0
ool
0 A —>B —>C 0

Entonces:
(i) Sifyh son monomorfismos, entonces g es monomorfismo.
(ii) Si f y h son epimorfismos, entonces g es epimorfismo.
(iii) Si f y h son isomorfismos, entonces g es isomorfismo.

Demostracion. (i) Supongamos que f y h son monomorfismos, y sea b € kerg, es
decir, g(b) = 0, entonces:

(hB3)(b) = (B'g)(b) = B'(0) =0

Y como h es monomorfismo, entonces 3(b) = 0 de donde b € kerfs = I'ma lo que
implica que b = «(a) para algiin a € A. Por lo tanto:

(@'f)(a) = g(afa)) = g(b) =0
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Y como ¢'f es monomorfismo, entonces a = 0, lo que implica finalmente que b =
a(a) = 0, demostrando asi que g es monomorfismo.

(ii) Supongamos que f 'y h son epimorfismos y sea b’ € B’, como h es epimorfismo,
entonces existe ¢ € C' tal que h(c) = f'(b') y como [ es epimorfismo entonces existe
b € B tal que B(b) = ¢, y de aqui que:

B'(b') = h(c) = h(B(b)) = B'(9(b))

Por lo tanto, b’ — g(b) € ker’ = Ima’ y existe a’ € A’ tal que &/(a’) = b’ — g(b), pero
como f es epimorfismo, entonces existe a € A tal que f(a) = a’. Por lo tanto tenemos
que:

b’ = g(b) = &/ (f(a)) = g(a(a))

Y de aqui que b’ = g(a(a)) + g(b) = g(a(a) + b) con lo cual queda demostrado que g
es epimorfismo.
(iii) Es consecuencia inmediata de (i) y (ii). ]

2.8. Sucesiones Exactas que se Escinden

Para motivar la definicién de sucesion exacta corta que se escinde, estudiamos el con-
cepto de suma directa en R-Mod, aunque por el momento nos restringimos al caso de
suma directa de dos R-mddulos, ya que en el siguiente capitulo veremos como se puede
generalizar este concepto para familias arbitrarias de R-médulos.

Podemos hablar de dos tipos de suma directa: la interna y la externa, las cuales
definimos a continuacion.

Definicion 2.18. Sea M un R-médulo izquierdo y sean N, L < M, decimos que M es
la suma directa interna de N y L si se cumplen las siguientes condiciones:

(i) M =N +L.
(i) NNL=0.

En este caso, usamos la notacion M = N @ L.

Es rutina verificar el siguiente resultado.
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Proposicion 2.12. Sea M un R-mdédulo izquierdo y sean N, L < M, entonces M =
N & L siy solo si cadam € M se escribe en forma tinica como:

m=z+y

dondex € Nyy e L.

Definicion 2.19. Sean N y L dos R-médulos izquierdos y sea M = N x L el producto
cartesiano de N y L. Entonces M tiene estructura de R-mdédulo izquierdo si definimos
las operaciones coordenada a coordenada, y decimos en este caso, que M es la suma
directa externade Ny L.

Igual que con la proposicidn anterior, es rutina verificar el siguiente resultado:

Proposicion 2.13. Sea M un R-mddulo izquierdo y sean N, L < M, entonces hay un
R-isomorfismo f : N ® L — N X L dado por:

flz+y) = (z,y)

Inversamente, si N y L son R-modulos izquierdos y M = N x L, entonces M =
N' @& L' donde N' = {(z,0) |x € N}y L'’ = {(0,y) | y € L}. Ademds, N ~ N'y
L~1L porloque NxL~N&L.

De esta forma, podemos decir que, salvo isomorfismo, ambos conceptos coinciden
por lo que es intrascendente especificar si se trata de una suma directa interna o externa,
y simplemente hablamos de suma directa y el contexto mismo nos aclara a que tipo de
suma directa nos referimos. En ambos casos se acostumbra usar la notacién N @ L.

Entonces podemos definir un par de R-monomorfismos canénicos llamados inclu-

siones, M-M.M&N tal que iy (z) = (2,0)y N MaeN tal quein(y) =
0,9).

Asimismo podemos definir un par de R-epimorfismos candnicos llamados proyec-
ciones, M & N —> M tal que mps(2,y) =2y M & N —> N tal que mps(z,y) =
1.

Ademds es trivial verificar que se tienen las siguientes igualdades myrins = 1as,
niny = 1y, iy =0y niy = 0.

Entonces formamos la sucesion exacta corta:

0—>M- MeN-N—>0
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Pero entonces esta sucesion tiene [2-homomorfismos de regreso:

IM TN
O—M_—M&N_—N—0
™M IN

tales que myrings = 1y y niny = 1w
Esto motiva la siguiente:

Definicion 2.20. Decimos que una sucesion exacta corta:

0 M—2-K-°. N 0

se escinde, si existen R-homomorfismos de regreso:

OHMéK:NHO
5 2

tales que dav = 1p7 y By = 1, es decir, si « es corretraccion y 3 es retraccion.

Entonces a través de la suma directa de un par de R-mddulos podemos construir
sucesiones exactas cortas que se escinden, y de hecho probaremos que éstas son el
prototipo de toda sucesién exacta corta que se escinde.

Para ello, necesitamos probar un resultado previo.

Lema 2.14. Sean M y N un par de R-modulos izquierdosy sean f : M — Nyg: N —
M R-homomorfismos tales que fg = 1. es decir, f es retraccion y g es corretraccion,
entonces:

M = kerf & Img

Ademds, N ~ Img, es decir, N es isomorfo a un sumando directo de M.
Reciprocamente, si N es isomorfo a un sumando directo de M, entonces existen
R-homomorfismos fy g como arriba tales que fg = 1.

Demostracion. Si x € kerf N I'mg, entonces 0 = f(x) y existe y € N tal que z =
9(y), de donde, 0 = f(g(y)) = y lo que implica que = = g(0) = 0, con lo cual hemos
probado que ker f N Img = 0.

Ahora, si z € M, entonces f(x) € N, de donde fg(f(x)) = f(x)y de aqui que
x—gf(x) € kerf yyaque z = (z — gf(x)) + gf(z), esto demuestra que M =
ker f + Img, probando asi que M = ker f @ Img. Ademads, como g es monomorfismo,
entonces es claro que N ~ I'mg.
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Ahora supongamos que « : N — L es un R-isomorfismo donde L < M es tal
que existe K < M tal que M = L & K, y definimos entonces los R-homomorfimos
f=alryyg=ipay tenemos entonces que:

1 1

fog=a ‘mrira=a a=1y

con lo que queda concluida la demostracion. 0J
Como consecuencia de este resultado, probaremos en primer lugar, que podemos

relajar la definicion de sucesion exacta corta que se escinde en el sentido de que no es

necesario pedir que existan los dos R-homomorfismos de regreso, sino que la existencia

de uno implica la del otro, y en segundo lugar, vemos que toda sucesion exacta corta

que se escinde estd dada, salvo isomorfismo, a través de una suma directa.
Proposicion 2.15. Consideremos la siguiente sucesion exacta corta:

MBS 0

0 A

Son equivalentes:
(i) f es retraccion.
(ii) h es corretraccion.

Ademds en ambos casos, existe un R-isomorfismo o : B — A @ C' tal que el siguiente
diagrama con renglones exactos:

0 A—".pB C 0
llA ia ilc
0—A—A0C——C——=0
1A TC

es conmutativo.

Demostracion. (i) = (i1) Si f es retraccidn, entonces existe g : C — B tal que
fg = 1¢, y se sigue por el lema anterior que B = kerf & I'mg y como la sucesién
dada es exacta, entonces kerf = Imh, de donde B = Imh & I'mg. Como ademas
h es monomorfismo, entonces la correstricciéon hg : A — Imh es R-isomorfismo.
Definimos entonces 3 : B — Atal que 8 = hy, L tmh ¥ tenemos que para cada a € A
se cumple:

(Bh)(a) = hy ' T1mn(h(a)) = hy ' (h(a)) = a

lo que prueba que Sh = 14, es decir, h es corretraccion.
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(74) = (i) Suponemos que existe 3 : B — A tal que Sh = 14, y nuevamente por
el lema anterior tenemos que B = ker(3 & Imh y de aqui que cada b € B se escribe en
forma tnica como b = z + y con x € kerf,y € Imh = ker f, de donde:

f0) = f(z+y) = f(z)

Sea fy : kerg — C'larestriccion de f y afirmamos que fp es R-isomorfismo; en
efecto, si z € kerfy fo(x) = 0, entonces f(z) = 0, lo que implica que x € kerf =
Imh y por lo tanto, z € ker3 N Imh = 0. Por otro lado, si z € C, entonces z = f(b)
para algin b € B y como antes, b = = + y xon z € kerf3,y € Imh, de donde
z=f(b) = f(z) = fo(x).

Entonces definimos g : C — B como g = ikersfy 'y tenemos que para todo
z € C,z= f(b) = f(x) (como arriba) y de aqui que:

(f9)(2) = flinersfo ' (2)) = f(ikers(x)) = f(x) = 2

lo que demuestra que fg = 1.y f es retraccion.

En cada implicacion se probd la existencia de R-isomorfismos: hg : A — Imh (la
correstriccion de h) y fy : ker — C (la restriccion de f), lo que nos permite definir
a: B — A& C como sigue: cada b € B se escribe en forma tnica como b = = + y
con x € kerf3,y € Imh, entonces:

a(b) = a(z +y) = (hy'(y), fo(z))

Se tiene que « es R-isomorfismo ya que si a(b) = 0, entonces fo(x) = 0y
hy'(y) = 0 lo que implica que + = y = 0y de aqui que b = 0; ademds, si
(a,c) € A® C, entonces y = ho(a) € Imh, existe © € kerf tal que ¢ = f; ()
ysib=x +y,entoncesb € By a(b) = (hg'(y), fo(z)) = (a,c).

Finalmente, el primer cuadrado del diagrama del enunciado de la proposicién es
conmutativo, ya que:

—— h(a)

|

- (av 0)

en tanto que el segundo cuadrado conmuta, ya que:

b=x+4+y—— f(b) = f(x) = fo(x)

| |

(hg (), fo(x)) ————= fo(x)

con lo cual terminamos la demostracion.
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2.9. Funtores Exactos Izquierdos y Derechos

Para esta seccién consideramos solamente funtores aditivos entre categorias de R-médulos,
ya que como mencionamos en una seccién anterior, por ser [’ aditivo se tiene que F'
manda morfismos cero en morfismos cero, pero en este caso también manda objetos
cero en objetos cero, ya que si consideramos el morfismo 0 : {0} — {0}, entonces es
claro que 0 = 1y}, de donde 1p(f0)) = F(l40)) = F(0) = 0, lo que implica que si
r € F({0}), entonces x = 1poy)(z) = 0(x) = 0, es decir F({0}) = {0} tal como
afirmamos. Ol

Definicion 2.21. Sea F' : Mod — R — Mod — S un funtor covariante aditivo, decimos
que F' es un funtor exacto izquierdo si para cualquier sucesion exacta:

la sucesion:

es exacta.
Asimismo decimos que F' es un funtor exacto derecho si para cualquier sucesion
exacta:

la sucesion:

F(a) F(B)

F(A) F(B) F(C) 0

es exacta. Finalmente cuando F' es un funtor exacto izquierdo y derecho, entonces se
dice simplemente que F' es un funtor exacto.

Es claro que un funtor F' es exacto si y s6lo si manda sucesiones exactas cortas en
sucesiones exactas cortas.

Para el caso cuando el funtor F' es contravariante se tiene la siguiente:
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Definicion 2.22. Sea F' : Mod — R — Mod — S un funtor contravariante aditivo,
decimos que F' es un funtor exacto izquierdo si para cualquier sucesion exacta:

la sucesion:
F(B) 2% F(a)

es exacta.
Asimismo decimos que F' es un funtor exacto derecho si para cualquier sucesion
exacta:

0 A—=-B C

la sucesion:
F(C) F(B) F(a)

F(B)

F(A) 0

es exacta. Finalmente cuando F' es un funtor exacto izquierdo y derecho, entonces se
dice simplemente que F' es un funtor exacto.

Veremos en la siguiente seccion dos ejemplos importantes de funtores exactos izquier-
dos: los funtores Hom, y en la unidad I'V, dos ejemplos importantes de funtores exactos
derechos: los funtores producto tensorial.

2.10. Exactitud Izquierda del Funtor Hom

Recordemos que si M € Mod — R, entonces el funtor:
Homp(M,_): Mod — R — Ab

es un funtor covariante aditivo. Tenemos entonces el siguiente resultado:

Teorema 2.16. El funtor Hompr(M,_ ) es un funtor covariante exacto izquierdo,
VM € Mod — R.

Demostracion. Supongamos que tenemos la sucesion exacta:

0—> N —2> N Lo
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Queremos probar entonces que la siguiente sucesién también es exacta:

0 — > Homp(M, N') —**> Homgp(M, N) —2*~ Homg(M, N")

En efecto, tenemos que:

(i) Si a(f) = 0, entonces aof = 0, lo que significa que para todo m € M
a(f(m)) = 0, y como a es monomorfismo, entonces de aqui se sigue que f(m) =
0,¥Ym € M y por lo tanto, f = 0, con lo que queda probado que o, es monomorfismo.

(ii) Sea g € I'ma, es decir, existe f tal que g = aw(f) = af. De aqui se obtiene
que:

Bi(g) = Bg = af =0

Lo que implica que g € kerfy, y por tanto, I'ma, C kerf.

Ahora sea g € kerf,, es decir 0 = 5,(g) = B¢, de donde para todo m € M se
tiene que 5(g(m)) = 0, es decir, g(m) € kerf = Ima, y ya que o es monomorfismo,
entonces existe un unico n’ € N’ tal que a(n') = g(m). Por lo tanto, podemos definir
una funcién f : M — N’ tal que para cada m € M hacemos f(m) = n’, y es facil
verificar que f es un R-homomorfismo.

Ahora bien, como «(n’) = g(m), entonces a(f(m)) = g(m) y esto Vm € M, lo
que implica que a.f = g, es decir, .. (f) = g, con lo cual queda probado que g € Ima
y kerf. C Ima, y por tanto la igualdad. O

De la misma forma se prueba el siguiente:

Teorema 2.17. El funtor Hompg(_ , N) es un funtor contravariante exacto izquierdo,
VM € Mod — R.

Vemos en los siguientes ejemplos, que en general estos dos funtores no son exactos
derechos.

Ejemplo 2.33. Sea R = Z y consideremos la siguiente sucesion exacta canonica:

0 Z—>Q—">Q/Z 0
Si M = Z», entonces sabemos por los resultados de arriba, que la siguiente sucesion:
0 —> Hom(Zs, Z) —=> Hom(Zs, Q) —=> Hom(Zs, Q/Z)

es exacta.
Pero por un lado tenemos que Hom(Z2,Q) = 0 ya que si f € Hom(Z2,Q),
entonces f(0) =0y 2f(1) = f(2-1) = f(0) =0, de donde f = 0.
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Mientras, por otro lado tenemos que Hom(Za, Q/Z) # 0, ya que existe f : Zgo —
Q/Z tal que f(0) =0+ Zy f(1) = 3 + Z.

Estos dos hechos claramente implican que 7, no puede ser epimorfismo, lo que
significa que el funtor Hom(Za, _ ) no es exacto derecho.

Ejemplo 2.34. Ahora sea N = Z, y si consideramos la misma sucesion exacta del
ejemplo anterior, sabemos por el teorema anterior que la sucesion:

0——> Hom(Q/Z,Z) —=> Hom(Q, Z) ——> Hom(Z,Z)

es exacta.
Pero por un lado se tiene que Hom(Q,Z) = 0 ya que si f : Q — Z, entonces para
x € Qyn > 0 se tiene que:

f@) = f(n- =) =nf(>)

x
n
Y como f(3) € Z, entonces n divide a f(z) y esto Vn > 0, lo que implica que f(z) = 0
y f=0.

Mientras que por otro lado, es claro que Hom(Z,Z) # 0.

Estos dos hechos claramente implican que ¢* no puede ser epimorfismo, lo que
significa que el funtor Hom(_, Z) no es exacto derecho.

2.11. Ejercicios Resueltos

EJERCICIO 2.12. Probar que el morfismo inclusién ¢ : Z — Q es epimorfismo en la
categoria de anillos con 1, pero obviamente ¢ no es suprayectiva. Concluya entonces
que ¢ es un bimorfismo pero no un isomorfismo.

EJERCICIO 2.13. Sea f : A — B un homomorfismo de grupos con nicleo K y
sup6ngase que f no es inyectiva. Si g : K — A es la inclusion, hallar b : K — A
tal que fg = fh, pero g # h. Concluir entonces que, en la categoria de grupos, f es
monomorfismo si y sélo si f es inyectiva. ;Por qué falla el argumento en la categoria
de anillos con 1?

EJERCICIO 2.14. Demostrar que en una categoria con objeto cero, cada monomorfismo
tiene un nicleo y cada epimorfismo tiene un condtcleo.

EJERCICIO 2.15. Sea ¢ una categoria con objeto cero (que denotamos por 0) y sea
A € obj(. Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes:
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(i) A es objeto cero.
(i1) 14 es morfismo cero.
(iii) Existe un monomorfismo A — 0.

(iii) Existe un epimorfismo 0 — A.

EJERCICIO 2.16. Considere el siguiente diagrama conmutativo de la categoria R —
M od, el cual tiene renglones y columnas exactos:

0
Ay
AN
0 A A AT 0
A
AL
0

Demostrar que o y 8 son morfismos cero y que f y g son isomorfismos.

EJERCICIO 2.17. Probar que una sucesién en R — Mod:
Ry

es exacta siy solo si gf = 0y el tinico R-homomorfismo que existe coker f — N es
monomorfismo.
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CAPITULO

Sumas y Productos Directos
de Modulos

En esta unidad vemos los conceptos de suma y producto directo de R-mdédulos en
su version mas general, es decir, para familias arbitrarias de R-mddulos. Ademas
probamos las importantisimas propiedades universales de la suma y producto direc-
tos, que nos permiten dar varias pruebas elegantes de diversas propiedades de los R-
modulos. También demostramos las propiedades de preservaciéon de sumas y productos
directos del funtor Hom, y finalmente vemos los conceptos de limites directos e inver-
so0s, que de alguna manera generalizan los conceptos de suma y producto directo, y entre
los ejemplos de limites directos e inversos, vemos los conceptos de pullback y pushout,
que nos serdn de utilidad en el estudio de los R-mdédulos inyectivos en la unidad V.

3.1. Definicion de Suma y Producto Directo

El concepto de producto directo utiliza el concepto de producto cartesiano, pero para
familias arbitrarias de conjuntos. Por lo tanto, vemos primero como es que se define
este concepto.

Definicion 3.1. Sea { A; };c; una familia arbitraria de conjuntos, definimos el producto
cartesiano de { A;};c; como sigue:

[[4i={f:1-JAilfG) e A, Vi e I}

i€l i€l

Siendo informales, a los elementos del producto cartesiano los denotamos como vec-
tores de coordenadas (a;) en donde a; € A;,Vi € I.
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Si cada A; es un R-médulo derecho, vemos que al producto cartesiano [ [, ; A;
se le puede dar estructura de R-mddulo derecho, y esto es lo que da lugar al siguiente
concepto.

Definicion 3.2. Sea {A; };cr una familia arbitraria de R-mddulos derechos, definimos
el producto directo de {A;};c; como el producto cartesiano [ [;.; A; y en donde se
definen las siguientes operaciones:

(ai) iy (bl) = (ai T bl)

(ai)r = (a;r)

Es decir, definimos las operaciones coordenada a coordenada, y no es dificil ver que
entonces [ [;; A; es un R-médulo derecho, en donde el elemento neutro aditivo es el
vector nulo (0) y el inverso aditivo de (a;) es (—a;).

Existe un R-submddulo distinguido del producto directo, el cual definimos a con-
tinuacion.

Definicion 3.3. Sea { A;}icr una familia arbitraria de R-médulos derechos, definimos
la suma directa de {A;};c;, como el R-submédulo de [[,.; A; dado por:

@icr Ai = {(ai) € [[;c; Aila; = 0 para casi toda i € I}
en donde la dltima frase significa que a; # 0 s6lo para un nimero finito de a;’s.

Es fécil verificar que efectivamente la suma directa es un R-submédulo del producto
directo.
Al igual que en el caso finito, se definen proyecciones e inyecciones candnicas como
sigue:
(i) Las proyecciones son p; : [[;c; A; — A; tal que p;((a;)) = a;. Es facil ver
que estas proyecciones son R-epimorfismos para cada j € I.
(ii) Las inclusiones son 4; : A; — Hie ; A; tal que  — (a;) en donde se define
a; = 0,Vi # j y a; = x. Es facil ver que estas inclusiones son R-monomorfismos para
cadaj € [.
Es importante observar que tanto las proyecciones como las inclusiones, también se
pueden definir para la suma directa, exactamente en la misma forma. Es facil verificar
cada una de las siguientes propiedades:

Proposicion 3.1. Son vdlidas:
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(i) pjij = la;.
(ii) prij = 0 siempre que k # j.
Ademds en el caso de la suma directa, se tiene que:
(iii) > i;p; = lga,, en donde hay que notar que (i;p;)((a;)) = 0 para casi toda
J € I, y por lo tanto la suma anterior, es finita para toda (a;) € G A;.

En el caso especial en que A; = A, Vi € I, se usan la notaciones:
@i, A=AD y [l A=Al
Ademds nétese que cuando el conjunto I es finito, entonces la suma directa y el
producto directo coinciden, ya que entonces, resulta irrelevante la condicién que define
a la suma directa de que a; = 0 para casi toda 7 € I. En este caso, se puede usar
cualquiera de las siguientes notaciones:

Al@...@An:Alx...XAn

3.2. Propiedad Universal de la Suma Directa

En esta seccién vemos una caracterizacion de la suma directa de R-moédulos, la cual nos
dice esencialmente que para definir un R-homomorfismo que sale de una suma directa,
es suficiente con definir R-homomorfismos que salen de cada sumando directo.

Teorema 3.2. (Propiedad Universal de la Suma Directa)
Sean ARy {Ai}icr R-mddulos derechos, entonces A ~ @, A; si'y solo si existen
R-homomorfismos \j : Aj — A, (j € I) con la propiedad de que VM € Mod — R
y cualesquier familia de R-homomorfismos f; : Aj — M, (j € I) existe un iinico R-
homomorfismo 1) : A — M tal que Y \; = f; para todo j € I. Esto significa entonces
que para cada j € I el siguiente diagrama es conmutativo:

Demostracion. Primero probamos que @, ; A; con las inclusiones canénicas i; : A; —
D, Ai tiene la propiedad. Si (a;) € ;< Ai, queremos que se cumpla que:

Y(i5((a:))) = f3((a:)),¥j € T
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Si usamos la propiedad (iii) de la proposicién 3.1, tenemos que:

1/1((%)) = w(z Z]p] Zd} Z]p] az Zf] p] az

Esto prueba tanto la existencia de 1) como su unicidad.

Ahora sea Ap el cual junto con los R-homomorfismos \; : A; — A,(j € I)
cumple con la propiedad universal de la suma directa. Esto implica entonces que existe
un Unico R-homomorfismo ¢ que hace que el siguiente diagrama sea conmutativo:

s
2
-
i %/ E[10)

®iel A;

A

Por otro lado, si usamos la propiedad universal ya probada para @), ; A;, tenemos
que existe un Unico R-homomorfismo ) tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

Aj

@iel Ai

e
7
7
A L7 A%

A

Podemos entonces juntar estos dos diagramas en uno solo, como sigue:

A —1-D A,

D Ai
Veamos: uniendo los dos tridngulos internos, se sigue que:
(Yp)ij = (¢ij) = vXj =i

Pero la propiedad universal de €, ; A;, nos garantiza que existe un tdnico R-
homomorfismo que hace que el triangulo externo sea conmutativo, y claramente 1 4,
cumple con ello. Por lo tanto, necesariamente se debe tener que:

Yo =1g 4,
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Analogamente se prueba que ¢ = 14, por lo que ¢ es un R-isomorfismoy A ~
;< Ai, tal como querfamos demostrar. [

Es importante notar que hay una diferencia enorme entre la definicién que dimos de
suma directa, y la propiedad universal que acabamos de probar, atin a pesar de que am-
bos son l6gicamente equivalentes. En la primera, se establece cual es la propiedad que
deben cumplir ciertos objetos para pertenecer o no a la suma directa: (a;) € P,c; As
siy sélo si a; = 0 para casi todo 7 € I, mientras que en la segunda no se hace mencion
a elementos, sino a la existencia de ciertos homomorfismos con la propiedad universal .

Esto permite poder definir el concepto de suma directa de familias de objetos en
cualquier categoria, solo que en este caso, no se habla de suma directa, sino de copro-
ducto directo, el cual no es otra cosa sino un objeto de la categoria, con homomorfismos
de la categoria que cumplan exactamente con la misma propiedad universal establecida
en el teorema 3.1. No escribimos la definicién porque es una repeticion innecesaria de
dicho teorema.

3.3. Propiedad Universal del Producto Directo

El producto directo también tiene una propiedad universal que lo caracteriza, la cual
consiste en invertir el sentido de las flechas en la correspondiente a la suma directa, y
cambiar la suma directa por el producto directo.

Obviamente, al cambiar el sentido de las flechas las inclusiones se convierten en
proyecciones, y lo que se obtiene es una propiedad que bdsicamente dice que para
definir un R-homomorfismo que entre al producto directo, es suficiente con definir R-
homomorfismos que entren en cada factor directo.

Recordemos que el proceso de invertir el orden de las flechas, y sustituir un objeto
por su contraparte, es llamado de dualizacion, y los objetos que son contraparte uno del
otro se dice que son objetos duales. En nuestro caso, lo que obtenemos es que la suma
directa y el producto directo, son conceptos duales.
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Teorema 3.3. (Propiedad Universal del Producto Directo)

Sean AR y {Ai}icr R-médulos derechos, entonces A ~ [[;c; A; si'y solo si existen
R-homomorfismos oj : A — A;, (j € I) con la propiedad de que YM € Mod — R
y cualesquier familia de R-homomorfismos f; : M — A;, (j € I) existe un iinico R-
homomorfismo v : M — Atal que aj7p = f; paratodo j € I. Esto significa entonces
que para cada j € I el siguiente diagrama es conmutativo:

e

A; A

7
/
k O

M

Demostracion. Primero probamos que [ [;; A; tiene la propiedad universal, donde las
proyecciones candnicas toman el papel de las «;’s. En efecto, si f; : M — A; es dado
para cada j € I, entonces si pj1) = f; esto implica que para m € M se debe cumplir
que la j—ésima coordenada de 1/(m) debe ser igual a f;(m), por lo que no queda otra
sino definir ¢»(m) = (f;(m)). Es fécil ver que ¢ cumple que p;1) = f; paracadaj € I,
y por la forma en que obtuvimos a 1 resulta claro que debe ser tinico.

Ahora supongamos que Ar con R-homomorfismos o : A — A; tienen la men-
cionada propiedad, y probemos que A tiene que ser isomorfo al producto directo de los
A;’s, para lo cual hacemos algo similar a la prueba en el caso de la suma directa, es de-
cir, por un lado tenemos que como A tiene la propiedad universal, entonces debe existir
un Unico R-homomorfismo ¢ que hace que el siguiente diagrama sea conmutativo para
cadaj € I:

e

A; A

4
s
e
k e

[TA

Y por otro lado, como ya probamos que | [ A; tiene la propiedad universal, entonces
debe existir un tnico R-homomorfismo 1) que hace que el siguiente diagrama es con-
mutativo para cada j € I:

bj
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Podemos entonces juntar estos dos diagramas en uno solo, como sigue:

A <21 A

[TA
Veamos: uniendo los dos tridngulos internos, se sigue que:
pi(¥e) = (pj1)d = ajd = p;

Pero la propiedad universal de [[,.;A;, nos garantiza que existe un tnico
R-homomorfismo que hace que el tridngulo externo sea conmutativo, y claramente 1174,
cumple con ello. Por lo tanto, necesariamente se debe tener que:

Yo = 14,

Andlogamente se prueba que ¢ = 14, por lo que ¢ es un R-isomorfismoy A ~
[ I;c; Ai. tal como queriamos demostrar. O

Notese que la prueba de la propiedad universal del producto directo, esencialmente
es la prueba dual de la correspondiente para la suma directa. Cuando este es el caso,
se acostumbra simplemente decir que la prueba se sigue por dualidad. Sin embargo,
no siempre es cierto que la prueba de un teorema dualizado, sea la dualizacion de la
demostracién, como se vera al estudiar ciertas propiedades de los R-mdédulos inyectivos
y proyectivos.

3.4. Preservacion de Sumas y Productos del Funtor Hom

Ahora vemos que el funtor Hom preserva productos directos en una de sus variables
y convierte sumas directas en productos directos en la otra variable. Mds precisamente
tenemos:
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Teorema 3.4. Sean Mpr y {M;}icr una familia de R-médulos derechos y sea:

0 : Homg(ED Mi, M) — [ [ Homr(M;, M)
i€l iel
tal que si f = @;c; M; — M, entonces 0(f) = (fi;)ic1. Entonces 0 es un isomorfismo
de grupos abelianos.

Demostracion. 6 es un homomorfismo ya que:
0(f +g) = ((f +9)is) = (fis + gis) = (fis) + (i) = 0(f) +6(9)

Ahora si suponemos que 6(f) = (0), entonces fi; = 0,Vi € I, y por la propiedad
universal de la suma directa se sigue que f = 0, lo que demuestra que 6 es inyectiva.
Finalmente, si (f;) € [[ Homg(M;, M), entonces f; : M; — M y una apli-
caciéon més de la propiedad universal de la suma directa, implica que existe un tnico
[ :@,cr My — M tal que fi; = f;,Vi € I,y de aqui que 0(f) = (fi;) = (fi) conlo
cual queda demostrado que 6 es suprayectiva, y por lo tanto, un isomorfismo. O
Andlogamente tenemos que:

Teorema 3.5. Sean Mp y {M;}icr una familia de R-médulos derechos y sea:
¢ : Homp(M, [ [ Mi) — [ [ Homg(M.M;)
iel el

tal que si f : M — ]
de grupos abelianos.

ie1 M, entonces ¢(f) = (pif). Entonces ¢ es un isomorfismo

Demostracion. ¢ es un homomorfismo ya que:

o(f +9) = pi(f+9) = if +pig) = pif) + (Pig) = &(f) + ¢(9)

Abhora si suponemos que ¢(f) = (0), entonces p; f = 0,Vi € Iy por la propiedad
universal del producto directo se sigue que f = 0, lo que demuestra que ¢ es inyectiva.
Finalmente, si (f;) € [[,c; Homg(M, M;), entonces f; : M — M; y una apli-
cacién mds de la propiedad universal del producto directo, implica que existe un tnico
f:M — [l,c; M;tal que p; f = f;,Vi € I,y de aqui que 6(f) = (pif) = (fi) conlo
cual queda demostrado que 6 es suprayectiva, y por lo tanto, un isomorfismo. 0J
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3.5. Limites Directos y Limites Inversos

En esta seccién introducimos el concepto de limite directo y limite inverso, el cual es
uno el dual del otro. Vemos algunos ejemplos de ellos, uno de los cuales muestra que
la suma directa y el producto directo, son casos particulares de este tipo de limites, y
probamos que estos limites siempre existen.

Definicion 3.4. Sea I un conjunto pre-ordenado, considerado como categoria, un sis-
tema directo para [ es un funtor covariante:

F:I— Mod—-R

es decir:
(i) Paracadai€ I, F(i) € Mod — Ry se denota por F;.
(i) Sii < j, entonces ¢} = F(x;) : F; — Fj.
(iii) Si i < j < k, entonces ¢}, = .
(iv) Paracada € I se cumple que p; = 1p,.

Ejemplo 3.1. Sea I un conjunto con el orden trivial, es decir, ¢ < 7 < ¢ = j. Entonces
un sistema directo para este conjunto / es una familia de R-mddulos {F;} , junto con
las identidades {1f|i € I}.

En realidad, las identidades salen sobrando, porque al fin y al cabo, todo R-médulo
esta en correspondencia biyectiva con su R-homomorfismo identidad. Por lo tanto,
podemos decir simplemente que en este caso, un sistema directo no es mas que una
familia indexada (a través de 1) de R-moddulos.

Ejemplo 3.2. Sea I = {1,2,3} conel pre-orden 1 < 2y 1 < 3. Entonces un sistema
directo para este conjunto I, estd formado por tres R-médulos Fy, F> y F3, junto con
R-homomorfismos:

Fy——F

|

Jil

De aqui en adelante, denotaremos a un sistema directo en Mod — R simplemente
como { £, 5 }.
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Definicion 3.5. Sea {F;, cp;} un sistema directo en Mod — R. El limite directo para
este sistema directo, es un R-mdédulo, denotado por:

lim F;
—
junto con R-homomorfismos:
a;: F; = lim F; (i € )
—

tal que resuelven el siguiente problema de mapeo universal (i < 7):

Es importante hacer notar que si el limite directo existe, entonces debe ser Unico, y
la razén es simple: resuelve un problema de mapeo universal, y entonces la prueba de
la unicidad es exactamente la misma de cuando probamos la unicidad en la propiedad
universal de la suma directa o el producto directo.

Veamos cual es el limite directo del sistema directo del ejemplo 3.5.1.

Ejemplo 3.3. Sea I con el orden trivial, y sea { F; } el sistema directo asociado. Entonces
el limite directo de este sistema, por definicién es un R-mddulo, lim F; , junto con R-
—

homomorfismos «; : F; — M tales que resuelven el siguiente problema de mapeo
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universal:

Pero claramente los dos tridngulos inferiores son conmutativos trivialmente, por lo que
en este caso, la propiedad universal se reduce a:

i /= = === = > X
F;

la cual vemos que es precisamente la propiedad universal de la suma directa!!.
En conclusién, en este caso el limite directo es la suma directa de los F;’s y donde los
R-homomorfismos «; son las inclusiones candnicas.

El limite directo del sistema directo del ejemplo 3.5.2, lo dejamos pendiente para la
siguiente seccién ya que da lugar a un concepto especial, el cual es uno de los temas de
dicha seccion.

Ahora veamos que el limite directo de cualquier sistema directo, siempre existe.

Teorema 3.6. Sea {F;, goz} un sistema directo de R-modulos, entonces existe lim F;.
—

Demostracion. Sean \; : F; — @ F; las inclusiones, y consideremos el submdédulo
generado dentro de P F;:

S = ({Nej(a) = Xila)la € Fy, i < j})
Entonces definimos los R-homomorfismos o; como las siguientes composiciones:

A

F; @F ——@F/S

Y afirmamos que {€P F;/S, o;} resuelve el problema universal del limite directo.
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En efecto, tenemos que:

‘ (i) Sean i < j y a € Fj, entonces )\jcpé-(a) - }\i(a) € S, lo que implica que
Ajpj(a) + S = Ai(a) + S,y de aqui se sigue que o’ (a) = a;(a), con lo cual queda
probado que conmutan los tridngulos inferiores izquierdos del diagrama universal.

(ii) Ahora supongamos que existe { X, f;} con f; : F; — X tales que f;¢’ = fi
siempre que ¢ < j.

Por la propiedad universal de la suma directa, sabemos que existe un unico R-
homomorfismo h : @@ F; — X tal que h\; = f;, Vi, y afirmamos que S C kerh. En
efecto, ya que fjgpé(a) — fi(a) = 0,Va € F;, esto implica que h)\jgoé- (a) — hXi(a) =
0,Va € F;, y de aqui es claro que se cumple nuestra afirmacion.

Pero entonces podemos aplicar el Teorema del Factor para ver que existe un tinico
R-homomorfismo 3 : @ F;/S — X tal que Br = h. De esto se sigue que Sa; =
BmwA; = hA; = f;, tal como se requiere en el problema de mapeo universal.

Finalmente mencionamos que la unicidad de /3 es consecuencia de las unicidades
de la propiedad universal de la suma directa y del Teorema del Factor, que usamos en la
prueba de (ii). L

Finalizamos esta seccion con el concepto de limite inverso, el cual es el dual del
limite directo. De hecho, en este caso las demostraciones son las duales de las que
hemos dado, por lo que omitimos las pruebas.

Definicion 3.6. Sea I un conjunto pre-ordenado, considerado como categoria, un sis-
tema inverso para [ es un funtor contravariante:

F:I— Mod—R

es decir:
(i) Paracadai € I, F(i) € Mod — Ry se denota por F;.
(i) Sié < j, entonces ¢ := F(z%) : Fj — Fj.
(iii) Si < j < k, entonces 7)) = 7.

(iv) Paracadai € I se cumple que wf =1p,.

Ejemplo 3.4. Sea I un conjunto con el orden trivial. Entonces un sistema inverso para
este conjunto I es una familia de R-mdédulos {F;} , junto con las identidades {1 |i €
I}.

Nuevamente, las identidades salen sobrando, y por lo tanto un sistema inverso en
este caso, no es mds que una familia indexada (a través de I) de R-mdédulos.

Ejemplo 3.5. Sea I = {1,2,3} con el pre-orden 1 < 2y 1 < 3. Entonces un sistema
inverso para este conjunto /, estd formado por tres R-mdédulos Fi, F» y F3, junto con
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R-homomorfismos:

Fy

|

F3 ——Fy

Un sistema inverso en Mod — R se denota como { F;, 1/13 }.

Definicion 3.7. Sea {F;, @Z)g } un sistema inverso en Mod — R. El limite inverso para
este sistema inverso, es un R-moédulo derecho denotado por:

lim F;
—
junto con R-homomorfismos:
—

tal que resuelven el siguiente problema de mapeo universal (i < 7):

Nuevamente si el limite inverso existe, entonces debe ser tinico, por ser la solucién a un
problema de mapeo universal.

Veamos cual es el limite inverso del sistema inverso del ejemplo 3.5.4.

Ejemplo 3.6. Sea I con el orden trivial, y sea { F; } el sistema inverso asociado. Entonces
el limite inverso de este sistema, por definiciéon es un R-médulo, lim F; , junto con R-
—

homomorfismos «; : lim F; — Fj tales que resuelven el siguiente problema de mapeo
+—
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universal:

Pero claramente los dos tridngulos inferiores son conmutativos trivialmente, por lo que
en este caso, la propiedad universal se reduce a:

la cual es precisamente la propiedad universal del producto directo!!.
En conclusién, en este caso el limite inverso es el producto directo de los F;’s y donde
los R-homomorfismos «; son las proyecciones canénicas.

El limite inverso del sistema inverso del ejemplo 3.5.5, también lo dejamos pen-
diente para la siguiente seccidon por la misma razén del correspondiente para limite
directo.

Al igual que con limites directos, se tiene el siguiente:

Teorema 3.7. Sea {F;, v } un sistema inverso de R-mddulos, entonces existe lim F;.
—

3.6. Pushouts y Pullbacks

Como mencionamos en la seccién anterior, los ejemplos 3.5.2 y 3.5.5 de sistema directo
e inverso, respectivamente dan lugar a dos conceptos importantes, cuando se determina
cuales son el limite directo e inverso, respectivamente, y son precisamente los temas de
esta seccion.

Procedamos entonces con el primero.
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Ejemplo 3.7. Sea I = {1,2,3} conel pre-orden 1 < 2y 1 < 3, como vimos en el
ejemplo 3.5.2, un sistema directo consta de:

J N )

|

F3

Entonces un limite directo para este sisttma consta de un R-mddulo, M, y
R-homomorfismos [’ : F» — M, ¢ : F5 — M,y h : F; — M tales que se cumpla
que f'g=h,q'f =hy f'g = ¢’ f. Pero en realidad, las primeras dos igualdades impli-
can la tercera, y también, si se cumple la tercera, entonces se cumplen las dos primeras,
definiendo h como f'g = ¢'f.

Por lo tanto, el limite directo consta del siguiente cuadrado conmutativo:

Y la propiedad universal se traduce en el siguiente diagrama:

2> F

| N\

F3*/>M
g N

Este limite directo recibe un nombre especial, y resumimos sus propiedades en la
siguiente:
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Definicion 3.8. Dados g : F; — Fyy f : F1 — F3, un pushout de ellos consta de un
moédulo My y R-homomorfismos f/' : Fo — My ¢’ : F5 — M tales que el siguiente

diagrama es conmutativo:

F—2-F

|l

FgﬁM
g

Y ademads, siempre que existan otros R-homomorfismos f” : Fo — Xy g’ : F3 -+ X
tales que f”g = ¢’ f, entonces existe un tnico R-homomorfismo ¢ : M — X tal
que ¥ f' = " yg = ¢g”. Todo lo anterior se abrevia diciendo que el pushout, es un
moédulo Mz que resuelve el siguiente problema de mapeo universal:

F—2>F
1\
F3 H]'M

g AN

AN
EIVINN
X
g//

Como probamos en la seccién anterior, dado cualquier sistema directo, existe su
limite directo, lo que implica en particular, que el pushout también existe, por ser el
limite directo de un sistema directo particular.

Pero vemos a continuacién, que es posible dar una descripcién mds simple del
pushout.

Proposicion 3.8. Seang: A— By f: A — C,ysea D = (C @ B)/W donde W =
{(f(a),—g(a))|a € A}. Si ademds definimos ' : B — D tal que f'(b) = (0,b) + W
vg :C — Dtal que g'(c) = (¢,0) + W, entonces {D, [, g'} es el pushout de { f, g}.

Demostracién. Es facil ver tanto que W es un R-submddulo de C' @ B como que f'y
g’ son R-homomorfismos.
Ahora sea a € A entonces (f(a), —g(a)) € W lo que implica que:

(f(a),0) = (0,9(a)) € W

de donde:
f'9(a) = (0,9(a)) + W = f(a) + W = ¢'f(a)
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Y como esto es cierto Va € A, entonces hemos probado que g = ¢'f.

Ahora supongamos que X es otro R-médulo con dos R-homomorfismos f” : B —
Xyg":C — X tales que f"g = ¢”f. Entonces, por la propiedad universal de la
suma directa, sabemos que existe un tinico R-homomorfismo h : C'® B — X tal que
hic = ¢"y hig = f”, y afirmamos que W C kerh.

En efecto, sea (f(a), —g(a)) € W entonces:

h(f(a), —g(a)) = h((f(a),0) — (0, g(a))) = h(f(a), 0) — h(0, g(a))

= hic(f(a)) — hip(g(a)) = ¢"f(a) — f"g(a) =0

Por lo tanto, por el Teorema del Factor se sigue que existe un tinico R-homomorfismo
0:(CeB)/W — X talque 7 = h,donde 7 : c® B — (C'& B)/W es la proyeccion
canénica.

Pero entonces tenemos que g = hic = Omic = 0¢’, y andlogamente se ve que
f// = Hf/‘

Finalmente comentamos que la unicidad de 6 se sigue de las unicidades de la
propiedad universal de la suma directa y del Teorema del Factor que usamos para probar
su existencia. Ol

Una consecuencia de la proposicién anterior, y que nos serd de utilidad en la unidad
V, es la siguiente:

Proposicion 3.9. Consideremos el siguiente diagrama de pushout:

A—7 B
7 |
C — (C® B)/W

Si g es monomorfismo (epimorfismo), entonces g' es monomorfismo (epimorfismo).

Demostracién. Supongamos que g es monomorfismo, y sea ¢ € C tal que ¢'(c) = 0,
es decir, (¢,0) + W = W, lo que implica que (¢,0) € W, es decir, existe a € A tal
que (¢,0) = (f(a), —g(a)), y de aqui que ¢ = f(a) y 0 = g(a). Esta dltima igualdad
implica que @ = 0 de donde ¢ = f(a) = 0, con lo cual queda probado que ¢’ es
monomorfismo.

Ahora supongamos que g es epimorfismo y sea (¢, b) + W € (C' @ B)/W, entonces
existe a € A tal que g(a) = by definimos ¢’ = f(a) + ¢, entonces

(c',0) = (¢,b) = (¢ = ¢, =b) = (f(a), —g(a)) € W

y esto significa que (¢,b) + W = (¢,0) + W = ¢'(c/) lo que demuestra que ¢’ es
epimorfismo. 0J

Al igual que con los limites inversos, el dual del pushout solo serd comentado su-
perficialmente, ya que las pruebas son las duales de las que hemos visto en esta seccidn.
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Definicion 3.9. Dado el sistema inverso:

C

g

B——A
f

El pullback es el limite inverso correspondiente, y consta de un médulo Mpr con R-
homomorfismos « y 8 que hacen que el siguiente cuadrado sea conmutativo:

M-2sC

s s

B——A
f

Y ademas, dados cualesquier otros dos R-homomorfismos o’ : X - Cy 3 : X — B
que hacen que el cuadrado sea conmutativo, entonces existe un dnico 6 : X — M tal
que ad =o'y 86 =p'.

Todo lo anterior se abrevia diciendo que el pullback resuelve el siguiente problema de
mapeo universal:

Proposicion 3.10. Sean f: B — Ay g: C — A, y definamos:
D ={(b,c) e B& C|f(b) = g(c)}

Sean o : D — C tal que a(b,c) = cy : D — B tal que 3(b,c) = b.
Entonces {D, a, B} es el pullback de { f, g}.

Proposicion 3.11. En la construccion del pullback de la proposicion anterior, si g es
monomorfismo (epimorfismo), entonces [ es monomorfismo (epimorfismo).



3.7. Ejercicios Resueltos 81

3.7. Ejercicios Resueltos

EJERCICIO 3.18. Sean My y {A;}icr una familia de R-médulos derechos. Si f, g :
@ A; — M son R-homomorfismos e i; : A; — €D A; son las inclusiones candnicas
(y € I), demostrar que:

(a) Si fi; = 0 para todo j € I, entonces f = 0.

(b) Si fi; = gij paratodo j € I, entonces f = g.

EJERCICIO 3.19. Sean My y {A;}icr una familia de R-médulos derechos. Si f, g :
M — T A; son R-homomorfismos y p; : [[ A; — A; son las proyecciones candnicas
(3 € I), demostrar que:

(a) Sip;f = O paratodo j € I, entonces f = 0.
(b) Sip;f = pjg paratodo j € I, entonces f = g.

EJERCICIO 3.20. Sean MR y { M, }qer una familia indexada de R-médulos derechos.
Probar que:

(a)Si fo, : M — M, son R-homomomorfismos (o« € I), entonces existe un R-
homomorfismo f : M — [] M, tal que ker f = [ ker f,.
(b) Si M, < M paratodo « € I'y (| M, = {0}, entonces M — [[ M/M,.

EJERCICIO 3.21. Sean MR y { M, }qer una familia indexada de R-médulos derechos.
Probar que:

(a)Si fo : M, — M son R-homomomorfismos (o« € I), entonces existe un R-
homomorfismo f : @ M, — M tal que Imf = > Imf,.
(b) Si M, < M,V € I, entonces existe un R-epimorfismo P M, — > M,.

EJERCICIO 3.22. Demostrar el teorema 3.6.
EJERCICIO 3.23. Demostrar la proposicién 3.4.
EJERCICIO 3.24. Demostrar la proposicién 3.5.

EJERCICIO 3.25. Sea f : B — A un R-homomorfismo de mddulos izquierdos. De-
mostrar que ker f es el pullback del sistema inverso:

0

lo

B——A
f
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EJERCICIO 3.26. Sea f : A — B un R-homomorfismo de mddulos izquierdos. De-
mostrar que coker f es el pushout del sistema directo:

|
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Instituto de Ingenieria y Tecnologia, Universidad Auténoma de Ciudad Judrez.
Ave. del Charro 450 Norte, Partido Romero, Ciudad Juarez, Chihuahua, México,
32310.
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CAPITULO

Producto Tensorial

En esta unidad hacemos un estudio del funtor producto tensorial, el cual estd intimamente
relacionado con el funtor Hom. Primero definimos el producto tensorial, como cierto
grupo abeliano asociado a un par de médulos, después probamos su existencia y vemos
como en algunos casos especiales, al producto tensorial se le puede dar estructura de
moédulo. Entonces definimos el funtor producto tensorial, el cual al igual que el funtor
Hom es un funtor en dos variables, y tiene propiedades casi duales a las del Hom. Al
final de la unidad, probamos el importante teorema del isomorfismo adjunto, el cual
establece que estos dos funtores, son funtores adjuntos, y en realidad esta es la razén
por la cual estos dos funtores tienen las propiedades vistas.

4.1. Definicion del Producto Tensorial

Para definir el producto tensorial, usamos el concepto de grupo abeliano libre, el cual
es un caso especial de R-mdédulo libre que veremos al principio de la Gltima unidad.

Definicion 4.1. Sea G un grupo abeliano y sea X C G, decimos que G es un grupo
abeliano libre con base X si para cada g € G existen enteros Gnicos m, para cada

x € X, tales que
9= ms
zeX

en donde m, = 0 para casi toda x.

Existe una gran similitud entre las propiedades de los grupos abelianos libres y las de los
espacios vectoriales (en realidad, todo espacio vectorial es libre como K-mdédulo). El
lector recordard que cuando definimos una funcién en una base de un espacio vectorial,
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ésta puede extenderse de forma tnica al espacio completo. Esta es la misma propiedad
para grupos abelianos libres, como vemos a continuacién.

Proposicion 4.1. Sea G un grupo abeliano libre con base X, y sea G' cualquier otro
grupo abeliano y f : X — G’ cualquier funcién. Entonces podemos extender f a un
homomorfismo f : G — G'.

Demostracion. Si f es un homomorfismo que extiende a f, entonces paracada g € G
se cumple que:

zeX reX reX

Esto prueba la unicidad, y nos dice como debe estar definida f Es fécil verificar que
con esta definicién, f es un homomorfismo que extiende a f. O

Proposicion 4.2. Dado cualquier conjunto X, existe un grupo abeliano libre con base
X.

Demostracion. Sea G el conjunto de todas las Z-combinaciones lineales formales de
elementos de X, es decir:

G= {Z mgx|my € Z'y my, = 0 para casi toda x}
zeX

y donde establecemos que:
E Myl = E NgT < My = Ny, Vo € X
zeX zeX
Ademads se define la operaciéon suma como sigue:
E Mg + E NgT = g (my +ng)x
zeX zeX zeX

Entonces es fécil verificar que G es un grupo abeliano libre con base X, en donde se
defineque 1 -z = x. Ol

Definicion 4.2. Sean Ar y rB y sea GG un grupo abeliano aditivo. Decimos que una
funcién f : A x B — G es R-biaditiva si para cualesquier a,a’ € A, b,b' € By
r € R se cumple que:

(i) fla+d,b)= f(a,b) + f(d,b).

() f(a,b+V) = f(a,b) + f(a,b).

(iii) f(ar,b) = f(a,rd).
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Definicion 4.3. El producto tensorial de Ar y g B es un grupo abeliano denotado
como A ®p B, junto con una funcién R-biaditiva h : A x B — A ®p B tal que
resuelven el siguiente problema de mapeo universal:

A®RB

Esto es, para cada grupo abeliano G y cada funcién R-biaditiva f, existe un tinico
homomorfismo 6 que hace que el diagrama anterior sea conmutativo.

4.2. Existencia del Producto Tensorial

Es claro que el producto tensorial de Ar y rB, si existe debe ser tnico (salvo isomor-
fismo) ya que resuelve un problema universal. A continuacidén probamos la existencia
de tal grupo abeliano.

Teorema 4.3. Existe el producto tensorial de Ar y rB.

Demostracion. Con base en la proposicion 4.2, podemos considerar F' el grupo abeliano
libre con base A x B, es decir, F' consiste de todas las Z-combinaciones lineales for-
males de las parejas (a,b) € A x B. A continuacién definimos S como el subgrupo de
F el cual estd generado por todos los elementos de las siguientes tres formas:

(a+d',b) — (a,b) — (d’,b), (a,b+ V) — (a,b) — (a,b), (ar,b) — (a,rb)

en donde hemos usado la notacién —(a, b) := (—1)(a, b).

Entonces definimos A ® g B = F'/S. Ahora denotemos la clase (a,b) + .S como
a ® b, y se sigue de la definicién de S, que la funcion h : A x B — A ® B dada por
(a,b) = a ® b, es R-biaditiva.

Probamos ahora que {A ®p B, h} resuelve el problema universal, asi que consid-
eremos cualquier grupo abeliano GG y cualquier funcién R-biaditiva f : A x B — G.
Por la proposicion 4.1, podemos extender f a un unico homomorfismo 6 : F' — G, es
decir, tal que 6(a, b) = f(a,b).
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Por otro lado, es facil probar que como f es R-biaditiva, entonces S C ker 6 por
lo que podemos usar el Teorema del Factor para hallar un inico homomorfismo v :
A®r B — Gtalque ¥(a ®b) = f(a,b),y esto significa que h = f. La unicidad de
1 se sigue del hecho de que cada elemento de A ® g B es una suma finita de elementos
de la forma a ® b. O

4.3. Propiedades del Producto Tensorial

Algunas propiedades algebraicas del producto tensorial se prueban muy ficilmente a
partir de la construcciéon de A ® p B dada en el teorema anterior.

Proposicion 4.4. Sia,a’ € Agryb,b' € rRByr € R, entonces:
(i) (a+d)®Rb=(a®b)+ (a D).
(i) a®@ (b+V)=(a®b) + (a®V).
(iii) ar ® b = a Q rb.
(iv) a®@0=0®b = 0.
(v) (—a)®b=a® (-b) =—(a®Db).
(vi) Sin € Z, entonces n(a ® b) = (na) ® b = a ® (nb).
(vii) Cada elemento de A @ B es de la forma ) a; ® b;.

Demostracion. (i) Por la definicién de A ® g B = F/S dada en la demostracién del
teorema 4.1, tenemos que:

(a+ad)®b=(a+d,b)+ 5= ((a,b) +S) + ((a,b) + 5) = (a®b) + (a’ ® b)
(i1) Es andloga a (i), ya que:
a®(b+V)=(a,b+b)+S5=((a,b)+S)+ ((a,b') + S) = (a®@b) + (a@V)
(iii) Es andloga a (i) y (ii) ya que:
ar ® b= (ar,b)+ S = (a,7b) + S=a®7d
(iv) Usando (ii) tenemos que:

a®0=a® (04+0)=(a®0)+ (a®0)
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y de aqui se sigue que a ® 0 = 0. La otra igualdad es analoga.
(v) Usando (i) y (iv) tenemos que:

(—a)®b)+ (a®b) = ((—a) +a) ®b=0®b =0

lo que implica que (—a) ® b = —(a ® b). La otra igualdad es anéloga.
(vi) Supongamos primero que n > 0, y usamos induccién sobre n. Sin = 0, es el
inciso (iv), por lo que suponemos que la férmula es valida para n, de donde:

(n+1)(a®bd) =n(a®b)+(a®bd) = (Na®b)+(a®bd) = (na+a)®b = (n+1)a®b

lo que prueba la igualdad para n + 1.

Ahora suponemos que m = —n con n. > 0 y nuevamente usamos induccidn sobre
n. Sin = 1, es el inciso (v), por lo que suponemos que la férmula es véalida para
m = —n, de donde si m = —(n + 1), entonces:

m(a®b)=[(—n)+ (-1)](a®b) =(—n)(a®b) + (—1)(a® D)
=((—n)a®@b) + ((—a) @b) = ([(—n) + (—1)]a) @b = (ma) b
La otra igualdad de este inciso se prueba de forma analoga.
(vii) Es consecuencia de (vi) ya que cualquier elemento x € A ®gr B es una Z-
combinacidn lineal de elementos de la forma a; ® b;, de donde:

xr = an(a; X bl) = Z(nla;) X bi = Zai X bi

Ol
Es importante notar que la expresion de z € A ® g B como ) | a; ® b; no es dnica,
ya que siguiendo con la prueba de (vii), también se tiene que:

$:Zni(a/i®bi) :Z%@(nibi) ZZa;(X)b;

que es otra expresion distinta para el mismo .

4.4. El Funtor Tensorial

Para ver que existe un funtor tensorial necesitamos probar algunas propiedades adi-
cionales.

Proposicion 4.5. Sean f : A — A’ un R-homomorfismo de médulos derechos, y
g : B = B’ un R-homomorfismo de médulos izquierdos. Entonces existe un tinico
homomorfismo A @ B — A’ @ B’ tal que a @ b — f(a) @ g(b).
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Demostracion. Seah : A x B — A’ @ B’ dada por h(a,b) = f(a) ® g(b), entonces
h es R-biaditiva. En efecto, tenemos que:
h(ar,b) = f(ar) ® g(b) = (f(a)r) © g(b) = f(a) ® (rg(b))
= f(a) ® g(rb) = h(a,rb)

y las otras dos igualdades son andlogas.

Por lo tanto, por la propiedad universal del producto tensorial existe un tnico ho-
momorfismo 6§ : A®r B — A’ ® B’ tal que:

0(a ®b) = h(a,b) = f(a) ® g(b)

O
Al homomorfismo # de la proposicién anterior lo denotamos como f ® g.

Proposicion 4.6. Sean A Sy T R-homomorfismos de médulos derechos

y B—2~ B' %+ B" R-homomorfismos de médulos izquierdos, entonces:
ffegdofe®g=ffedyg
Demostracion. Ya que cada elemento del producto tensorial A ® p B es de la forma

> a; ® b;, es suficiente ver que se da la igualdad en cada generador a ® b, En efecto,
tenemos que:

(ff@g o feg)a®b)=(f®7g)(f(a)®g(b) =ffla)®gg(b)
= (/') ©(d9)(a®b) 0
Corolario 4.7. Para cada A € Mod — R existe un funtor covariante aditivo:

F:R— Mod— Ab

tal que F(B) = A®p Bysig: B — B’ es R-homomorfismo de mdédulos izquierdos,
entonces F(g) = 14 ® g.
Andlogamente para cada B € R — M od existe un funtor covariante aditivo:

G:Mod— R — Ab

tal que G(A) = A®r Bysi f : A — A’ es R-homomorfismo de mddulos derechos,
entonces G(f) = f ® 1p.

Demostracion. Por la proposicién anterior tenemos que
F(gh) =14 ® (gh) = (la®g) o (la®h) = F(g)F(h)
Es claro que F(1p) = 14 ® 1 = 1lagp, y también:
Flg+h)=14®(g+¢)=1a®g) +(1a®h) = F(g) + F(h)

La prueba correspondiente al funtor G es completamente analoga. Ol

Es costumbre escribir A ®p _ para denotar al funtor F' definido en el corolario
anterior, y _ ®p B para el funtor G. A diferencia del funtor Hom, ambos funtores
tensoriales son covariantes.
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4.5. Bimodulos

En esta seccién vemos como bajo ciertas condiciones, el producto tensorial puede ser
un R-mdédulo.

Definicion 4.4. Sean R y S anillos, decimos que un grupo abeliano M es un R-S-
bimédulo, lo cual denotamos como pMg, si M es un R-médulo izquierdo, M es un
R-mdédulo derecho y ambos productos por escalares son compatibles entre si, es decir,
paratodom € M, r € Ry s € S se verifica que:

(rm)s = r(ms)

Proposicion 4.8. Si p Mg, entonces para cadar € R el mapeo i, : M — M dado por
wr(z) = ra, es un S-homomorfismo.

Igualmente para cada s € S el mapeo \s : M — M dado por \s(x) = xs, es un
R-homomorfismo.

Demostracion. Tenemos que:

pr(z +y) =7r(@+y) =re+ry = p(x) + pr(y)

wr(zs) = r(xs) = (re)s = pp(x)s.
La prueba de \; es completamente andloga. O
Ejemplo 4.1. Cada anillo R es un R-R-bimédulo.

Ejemplo 4.2. Si R es un anillo conmutativo, entonces cada R-médulo izquierdo M, es
un R-médulo derecho si definimos mr := rm, y de hecho p Mp. De la misma forma,
cada R-médulo derecho es un R-R-bimédulo.

Ejemplo 4.3. Cada R-médulo izquierdo es un R-Z-bimddulo y también cada R-mdédulo
derecho es un Z-R-bimdédulo.

Ejemplo 4.4. Si R es un anillo conmutativo, decimos que un anillo S es una R-algebra
si existe un homomorfismo de anillos ¢ : R — Z(.S), donde Z(.S) denota el centro de
S. En este caso, S es un R-médulo izquierdo si definimos:

rs = ¢(r)s

Ya que ¢(r) € Z(5), entonces esta definicion también hace a S un R-mddulo derecho.
De hecho se tiene que S es un R-S-bimddulo y un S-R-bimédulo.
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Veamos como en el caso de que A o B sean bimédulos, entonces el producto tenso-
rial entre ellos adquiere estructura de mddulo.

Proposicion 4.9. Si Ar y rBg, entonces A @ B es un S-mddulo derecho, donde:
(a®b)s =a® (bs)

De la misma forma, si gAr y rB, entonces A @ B es un S-mddulo izquierdo, donde:
s(a®b) = (sa)®b

Demostracion. De la proposicion 4.6, sabemos que para cada s € S, el mapeo Ag :
B — B dado por As(b) = bs es un R-homomorfismo, por lo que podemos definir:

0:5 — End"(A®p B)

tal que O(s) = 14 ® As.
Entonces 6 es un homomorfismo de anillos con 1, ya que:
€ 9(31 + 52) =14® Asi4s5, =14 ® ()‘81 + )‘82) - (1A ® )‘81) + <1A ® )\52)
= 9(51) -+ 9(82).
(i1) 9(8182) =14® )\5132 =14® )‘81)\82 = (1,4 &® /\51) o (1A & /\52)
= 6(s1)0(s2)
(i) (1) =14 ® A\ =14 ® 1 = lagyB.
Por lo tanto, por lo visto en la unidad I, podemos dar a A @ B estructura de S-
mddulo derecho tal que:

(a®b)s = (a®@b)f(s) = (a®@b)(1a @ \s) = a® (bs)

tal como queriamos probar.
La demostracién en el otro caso, es andloga. Ol

Corolario 4.10. Dado rBg, el funtor _ ® B toma valores en Mod — S. De la misma
forma, dado s AR, entonces el funtor A @ g _ toma valores en S — M od.

Demostracién. Lo unico que falta ver es que si f : A — A’ es un R-homomorfismo,
entonces f ® 1p es un S-homomorfismo, lo cual es cierto ya que:

((a®b)s)f@1p = (a®(bs))fR1p = f(a)®(bs) = (f(a)®b)s = (a®b)(fR1B)s

La prueba del otro caso es andloga. Ol
Una propiedad inportante del producto tensorial es la siguiente:

Proposicion 4.11. Para cada r B hay un R-isomorfismo RQpr B ~ B tal que r @ b —
rb. De la misma forma, para cada Ar hay un R-isomorfismo A ®g R ~ A tal que
a@r— ar.
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Demostracion. Ya que R es un R-R-bimédulo, entonces por la proposicion 4.7, R&Qr B
es un R-médulo izquierdo.

Ahora bien, si definimos h : R x B — B tal que h(r,b) = rb, entonces las
propiedades de R-mdédulo izquierdo implican que h es una funcién R-biaditiva, y por
la propiedad universal del producto tensorial, sabemos que existe un homomorfismo
0 : R®r B — Btal que 0(r ® b) = h(r,b) = rb, y es facil verificar que 6 es en
realidad un R-homomorfismo.

Por otro lado, si definimos ¢ : B — R ®p B tal que ¢(b) = 1 ® b, entonces un
célculo directo demuestra que ¢ es un R-homorfismo, el cual es el inverso de 6, lo que
prueba que 6 es un R-isomorfismo.

La prueba del otro caso es analoga. O

4.6. Preservacion de Sumas Directas del Funtor Tensorial

En esta seccion vemos que el funtor tensorial preserva sumas directas en cada una de
las variables.

Proposicion 4.12. Sean Ar y {B;} una familia de R-mddulos izquierdos. Entonces
existe un isomorfismo de grupos abelianos:

0: A®g (EBBi) — @(A ®r B;)

tal que:
0(a® (b)) = (a ® b)

De la misma forma hay un isomorfismo si la suma directa se encuentra en la primera
variable.

Demostracion. Sea h : A x (@ B;) — (A ® B;) tal que h(a, (b)) = (a @ b;),
entonces es facil ver que h es una funcién R-biaditiva, por lo que por la propiedad
universal del producto tensorial, existe un tinico homomorfismo 0 : A ®@g (P B;) —
P(A® B;) tal que f(a ® (b;)) = (a ® b;).

Por otro lado, para cada i sea f; = 14 ® A; donde \; : B, — &P B; son las
inclusiones, asi que por la propiedad universal de la suma directa, existe un Unico
homomorfismo ¢ : (A ®r B;)) — A ® (P B;) tal que ¢pu; = fi, Vi, en donde
Wi : A®p B; — (A ®g B;) son las inclusiones.

Tenemos entonces que:

0p(a@bi) = 0(a® (b)) = (a © bi)
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lo que demuestra que 6¢ es el homomorfismo identidad, y andlogamente se prueba que
¢ también es el homomorfismo identidad.
La prueba para el otro funtor tensorial, es andloga. 0J

4.7. Exactitud Derecha del Funtor Tensorial

En esta seccion vemos que el funtor tensorial es un funtor exacto derecho en las dos vari-
ables. Como mencionamos al inicio de esta unidad, el funtor tensorial y el funtor Hom
tienen propiedades casi duales, pero con sus diferencias. Enlistamos las propiedades de
cada uno a continuacion:

o El funtor tensorial es covariante en ambas variables, mientras que el funtor Hom
es covariante en una variable y contravariante en la otra variable.

o El funtor tensorial preserva sumas directas en ambas variables, mientras que el
funtor Hom preserva producto directos en una variable, y convierte sumas direc-
tas en productos directos en la otra variable.

e En esta seccién vemos que el funtor tensorial es exacto derecho en ambas vari-
ables, mientras que el funtor Hom es exacto izquierdo en ambas variables.

Teorema 4.13. Los funtores M ®p _y _ ®pr N son funtores exactos derechos.

Demostracion. Dada la sucesion exacta:

A—>pLlo0— >0
queremos probar que la sucesion:
M®RA%M®RB%M®RC*>O

es exacta. Para empezar vemos que:
(v ®B)(Ilu®a)=1y®(Ba) =1y ®0=0

lo que implica que K = Im(1j; ® «) C ker(1y ® B).



4.8. Teorema del Isomorfismo Adjunto 93

De esto se sigue por el Teorema del Factor que existe un Unico homomorfismo
B : (M ®g B)/K - M ®p C tal que Br = 1)y ® 3, donde 7 es la proyeccién
canénica. Por lo tanto, 3(m ® b+ K) = m ® B(b).

Ahora afirmamos que /3 es un isomorfismo, y para probarlo exhibimos el homomor-
fismo inverso como sigue:

Seaf: M xC — (M ®pr B)/K tal que f(m,c) = m®b+ K, donde 5(b) = ¢;
entonces vemos que f estd bien definida ya que si S(b') = ¢, se sigue que (b’ —b) =0
de donde & — b € ker3 = Ima por lo que existe a € A tal que b/ — b = a(a), y de
aqui se obtiene que:

(M) —(Mmeb)=me (B —b)=meale)=(lyRa)(m®a) € K

Ahora bien, es facil ver que f es R-biaditiva, por lo que por la propiedad universal
del producto tensorial, sabemos que existe un Unico homomorfismo:

QZ)ZM@RC—)(M@RB)/K

tal que (m ® ¢) = m ® b+ K, donde 3(b) = ¢, y un cilculo directo demuestra que 3
y ¢ son homomorfismos inversos.
Como [ es isomorfismo, entonces:

ker(1y ® B) = ker(Bn) = kerm = K = Im(1y ® @)

Finalmente, dado > m; ® ¢; € M ®p C, como [ es epimorfismo, entonces para
cada 7 se tiene que 5(b;) = ¢;, y de aqui que

(@B mi®b) =Y mi®@Bb) =Y mi®c

lo que demuestra que 1,7 ® [ es epimorfismo.

La prueba de que el funtor _ ®r IV es exacto derecho, es completamente aniloga.
Ol

4.8. Teorema del Isomorfismo Adjunto

En esta seccion vemos el importantisimo Teorema del Isomorfismo Adjunto, el cual
establece cual es la relacién que existe entre el funtor tensorial y el funtor Hom, y de
hecho esta es la razén de fondo por la que las propiedades de ambos funtores son como
hemos mencionado, casi duales.
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Teorema 4.14. (Teorema del Isomorfismo Adjunto)
Sean rA, sBr y sC, entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos:

7:Homg(B®r A,C) — Hompg(A, Homg(B,C))
Andlogamente, si Ag, rBgs y Cg, entonces hay un isomorfismo:

7 Homgs(A®g B,C) — Hompg(A, Homg(B, C))

Demostracion. Ya que s BR, se sigue de la proposicion 4.7 que BRpr A es un S-mdédulo
izquierdo, por lo que tiene sentido hablar del Homg(B ®r A,C). Asimismo, es un
ejercicio facil demostrar que Homg (B, C') es un R-médulo izquierdo bajo la operacion
(rf)(b) = f(br), por lo que también tiene sentido hablar de Hompg(A, Homg(B,(C)).

Definimos 7 : Homg(B ®r A,C) — Hompg(A, Homg(B,(C)) como sigue: si
f:B®rA— Cya € A, entonces definimos 7(f)(a) : B — C como 7(f)(a)(b) =
f(b® a). Es rutina verificar que 7(f)(a) € Homg(B, C), y asimismo que 7(f) es un
R-homomorfismo, por lo que 7 esta bien definida. Ademads se comprueba facilmente
que 7(f1 + f2) = 7(f1) + 7(f2) por lo que 7 efectivamente es un homomorfismo.

Definimos o : Hompg(A, Homg(B,C)) — Homg(B ®g A, C) como sigue: si
g : A — Homg(B,C) entonces definimos o(g) : B ®r A — C de tal forma que
o(g9)(b ® a) = g(a)(b). Nuevamente con un cdlculo de rutina se verifica que o(g)
existe y es un S-homomorfismo, por lo que o estd bien definida, y asimismo es facil
comprobar que o (g1 + g2) = o(g1) + (g2), por lo que o es un homomorfismo.

Finalmente, tenemos que 7(0(g))(a)(b) = o(g9)(b ® a) = g(a)(b),Ya € Ay
Vb € B, de donde 7(0)(g) = g, es decir, 7o = 1.

De la misma forma, o(7(f))(b® a) = 7(f)(a)(b) = f(b® a),Ya € Ay Vb € B,
de donde o(7(f)) = f, es decir, o7 = 1.

La segunda parte es completamente analoga. Ol

Si hacemos F' = B ®pr _y G = Homg(B,_ ), entonces el Teorema del Isomor-
fismo Adjunto nos dice que:

Homg(FA,C)~ Homg(A,GC)

y esta es la razén por la cual se le llama isomorfismo adjunto (recordando la definicién
del operador adjunto en Algebra Lineal).
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4.9. Funtores Adjuntos

El Teorema del Isomorfismo Adjunto, motiva la definicién de funtores adjuntos que
damos a continuacién, pero antes recordamos que si « : A — By F = Hom(X,_),
entonces usamos la notacion F'(a) = v, en donde aw(f) = af; asimismo, si G =
Hom(_, X), entonces usamos la notaciéon G(«) = o« en donde a*(g) = ga.

Definicion 4.5. Sean F' : C — Dy G : D — C, un par de funtores covariantes.
Decimos que (F, ) es una pareja de funtores adjuntos si para cada C € objCy D €
obj D hay una biyeccion:

T =10,p: Homp(FC,D) = Hom¢(C,GD)

la cual es natural en cada variable, lo cual significa que para cualesquier f &
Home(C',C), el siguiente diagrama es conmutativo:

(Ff)*

Homp(FC,D) Homp(FC', D)

TC’D\L \LTCI’D

Hom¢(C,GD) Home¢(C',GD)

*

y asimismo, para cualesquier ¢ € Homp(D, D'), el siguiente diagrama es conmuta-
tivo:

Homp(FC, D) I Homp(FC, D'

TC’Di lTC’D/

Hom¢(C,GD) Home(C,GD')

*

Tenemos entonces el siguiente:

Teorema 4.15. Si gBR, entonces (B @ _ , Homg(B,_)) es una pareja de funtores
adjuntos.
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Demostracion. Para cada Ay C, el teorema 4.3 nos proporciona del isomorfismo 7 =
TA,c, Y por simple evaluacion, se checa facilmente la conmutatividad de los dos cuadra-
dos anteriores. L

Finalizamos esta unidad con algunas implicaciones de que (F, G) sea una pareja de
funtores adjuntos, pero omitimos las demostraciones porque se salen de los propdsitos
del curso.

Teorema 4.16. Sean ' : Mod— R — Mod—SyG : Mod—S — Mod— R funtores.
Si (F, G) es una pareja de funtores adjuntos, entonces F' es un funtor exacto derecho y
G es un funtor exacto izquierdo.

Por lo tanto, de acuerdo al teorema 4.4 podemos concluir que el funtor BRp_ es ex-
acto derecho, y el funtor Homg (B, _ ) es exacto izquierdo, dos hechos que ya sabfamos
con anterioridad, pero el objetivo de mencionarlos en esta parte, es para apuntar el he-
cho de que en realidad no son resultados aislados, sino consecuencia de la relacién que
hay entre el funtor tensorial y el funtor Hom.

Otro resultado interesante es el siguiente:

Teorema 4.17. Sean ' : Mod— R — Mod—SyG : Mod—S — Mod— R funtores.
Si (F, G) es una pareja de funtores adjuntos, entonces I preserva limites directos y G
preserva limites inversos.

Nuevamente, por el teorema 4.4, podemos concluir que el funtor B ® g _ preserva
limites directos, y en particular, preserva sumas directas, mientras que el funtor
Homg(B,_ ) preserva limites inversos, y en particular, preserva productos directos.
De nueva cuenta, estos resultados ya los probamos con anterioridad, pero lo interesante
aqui es ver que son consecuencia de que el funtor tensorial y el funtor Hom son adjuntos.

4.10. Ejercicios Resueltos

EJERCICIO 4.27. Probar cada uno de los siguientes incisos:
(a) Si pAs y rB, entonces Homp(A, B) es un S-mdédulo izquierdo si definimos

(sf)(a) = f(as).
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(b) Si gAs y Bg, entonces Homg(A, B) es un R-médulo derecho si definimos

(fr)(a) = f(ra).

(c) Si Ap y sBRr, entonces Homp (A, B) es un S-médulo izquierdo si definimos

(sf)(a) = s(f(a))-

(d) Si gA'y sBRg, entonces Homg(A, B) es un R-médulo derecho si definimos

(fr)(a) = f(a)r

EJERCICIO 4.28. Si B es un R-médulo izquierdo, demuestre que existe un
R-isomorfismo, Hompg(R, B) ~ B, dado por f — f(1). Similarmente la misma
formula da un R-isomorfismo de R-mdédulos derechos cuando B es un R-médulo
derecho.

EJERCICIO 4.29. Demostrar que Q ®z Q/Z = 0.

EJERCICIO 4.30. Probar que si M es un grupo abeliano de torsion, es decir, cada ele-
mento de M es de orden finito, entonces M ®7 Q = 0.

EJERCICIO 4.31. Sean > 0, demostrar que el funtor Z,, ®7 _ no es exacto.

EJERCICIO 4.32. Si R es un anillo conmutativo y A y B son R-médulos, demostrar que
hay un R-isomorfismo A @z B ~ B ®g A.

EJERCICIO 4.33. Sea R un anilloy sean L < pRe I < Rp. Probar que:

(a) Para cada R-médulo zp M hay un isomorfismo de grupos abelianos:
R/T@r M ~ M/IM

() R/I ®r R/L ~ R/(I + L).
(c)Sim,n € Nysid = (m,n) es el mdximo comun divisor de m y n, entonces
Ly, Rz, Loy, = ZLg.
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CAPITULO

Clases de Modulos

Finalizamos el presente libro con esta unidad, en donde estudiamos algunas clases de
moédulos como son las de los médulos libres, proyectivos e inyectivos, para concluir
con una breve presentacién de los médulos semisimples. Existen muchas otras clases
de médulos las cuales por motivos de espacio (y tiempo real de un curso sobre el tema)
no fue posible incluir, pero en todo caso, con las bases presentadas aqui, no debe haber
mayor problema para que el lector consulte estos topicos en cualquiera de los libros de
la bibliografia.

5.1. Modulos Libres

Los médulos libres son la generalizacion del hecho de que todo espacio vectorial sobre
un campo K, posee bases. Es de esperarse que este resultado no sea valido para médulos
sobre un anillo arbitrario R, pero precisamente son de interés tanto los médulos que
poseen bases, como los anillos R para los cuales todo R-mdédulo posee bases.

Definicion 5.1. Si R es un anilloy M € Mod — R, decimos que M es un R-médulo
libre si M contiene una base libre {m;|i € I} C M, es decir, cada z € M se escribe
en forma dnica como R-combinacion lineal de la base, esto es:

T = E m;T;
i€l

donde r; € Ry r; = 0 para casi toda i.
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En Algebra Lineal se ve que si dimgV = n, entonces V ~ K™ y mas generalmente,
si cv es un cardinal infinito y dimgV = «, entonces V ~ K(® donde K(®) denota la
suma directa de « copias de K. Este resultado se generaliza a médulos libres.

Teorema 5.1. Sea M € Mod — R es un médulo libre si y solo si Mp ~ RY) para
algtin conjunto I.

Demostracion. " = " Supongamos que M es R-mddulo libre y sea {m;|i € I} una
base libre de M. Entonces definimos la siguiente funcion:

F:RD 5 M

tal que (1;) — > m;r;.

Ya que ; = 0 para casi toda ¢, entonces f estd bien definida, pero ademas es facil
verificar que f es un R-homomorfismo.

Por otro lado, si f((r;)) = 0, entonces Y m;r; = 0y por la unicidad de la
definicién de base libre, se sigue que r; = 0,Vi € I, de donde (r;) = (0) lo que
demuestra que f es inyectiva.

Asimismo, si z € M, entonces T = Zie 7 m;r; donde 7; = 0 para casi toda ¢, lo
que implica que (r;) € Ry f((r;)) = 3. myr; = x, con lo cual queda demostrado
que f es suprayectiva.

" < " Ahora supongamos que Mp ~ R), y bastard entonces con demostrar que
RU) es libre, lo cual es obvio ya que contiene la base canénica {e;|i € I'} donde para
cada j € I sedefinee; = (r;) talque r; =0sii # jyr, = 1sii=j. O

Corolario 5.2. Suma directa de mddulos libres, es libre.

Demostracion. Supongamos que {M;} es una familia de R-mddulos libres. Entonces
por el teorema 5.1, se tiene que M ~ RU) para algiin conjunto I; y para cada i € I.

Pero entonces:
@ M; ~ @ R
i€l il
que claramente es libre. O
De la prueba dada en el reciproco del teorema 5.1, se sigue que dado cualquier
cardinal o existe un R-moédulo libre M, el cual contiene una base X C M tal que
| X |= a, asaber, M = RY) donde I es cualquier conjunto con | I |= o

Proposicion 5.3. Si M € Mod — R es libre y finitamente generado, entonces todas las
bases de M son finitas.
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Demostracion. Supongamos que A = {m;|i € I} es una base libre de M, y sea:
{v1,v2,...,00} C M

tal que M = ({v1,v2,...,0n}).

Como A es base de M, entonces cada v; se escribe como una R-combinacién lineal
de elementos de A, y como el conjunto de las v;’s es finito, entonces es claro que existe
un subconjunto A" C A tal que (A’) = M. Pero por la unicidad de la expresién en las
R-combinaciones lineales de A, se sigue entonces que A" = A, lo que demuestra que
A es una base finita. O

Teorema 5.4. Si Mg es un modulo libre pero no es finitamente generado, entonces
cualquier base libre de M es infinita, y ademds, todas las bases libres de M tienen el
mismo numero cardinal.

Demostracion. Como M no es finitamente generado, es claro que cualquier base libre
de M debe ser infinita.

Ahora supongamos que A y B son bases libres de My, entonces para cada b € B
existe un subconjunto finito de A al cual denotamos por A(b) tal que b € (A(b)). Por
lo tanto si hacemos

A= A®)
beB

Se sigue entonces que:

| A"|<Ro | B|=| B

Y yaque B generaa M y b € (A(b)), Vb € B, entonces es claro que (A’) = M,
pero entonces como A’ C A, la igualdad anterior y la unicidad dada por A implica que
A" = A, de donde:

| Al=| A"|<| B|

Invirtiendo los papeles de A y B, se obtiene la otra desigualdad y por lo tanto la
igualdad. 0J
Esto da lugar a la siguiente definicién.

Definicion 5.2. Si Mg es libre y no es finitamente generado, entonces de define el
rango de M, denotado como rank(M ), como el cardinal de cualquier base de M.
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La definicién anterior no puede hacerse si M, es finitamente generado, ya que es posi-
ble hallar un médulo libre M con dos bases finitas con distinto nimero cardinal. De
hecho veremos el ejemplo en breve, pero antes vemos un resultado interesante a este
mismo respecto.

Sea § una base libre finita de My y sea & C M finito, digamos que:

g:{fla"'hfm}

&={g1,.--,9n}

Entonces existen tnicos a;; € I tales que:

G = NG F - - - 2 Sl
g2 = fiaiz+ ...+ fmame
gn = f1a1n+--'+fmamn

Y vemos que si definimos las matrices § = (f1--- fim). A = (aij) y & = (91 gn),
las ecuaciones anteriores pueden abreviarse como §A = &.

Teorema 5.5. Con la notacién anterior, ® es base libre de Mpg si y solo si A €
M xn(R) es una matriz invertible, y esto iltimo significa que existe B € M,y (R)
tal que AB = I, y BA = I,.

Demostracion. " = " Supongamos que & es base libre de M, entonces existe una
tnica matriz B € M, (R) tal que:
BB =3
Pero entonces tenemos que:
§= 6B = (54)B = §(AB)
Y por la unicidad por ser § base libre, se sigue que:
AB =1,
Anélogamente tenemos que:

® =§A = (8B)A = &(BA)
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Y por la unicidad por ser & base libre, se sigue que:
BA=1,

Por lo tanto, A es una matriz invertible.
" < " Ahora supongamos que A es una matriz invertible con inversa B. Entonces
tenemos que:

§=3In=3(AB) = (§JA)B = 6B

Lo que claramente implica que & genera a M. Para demostrar que & es linealmente
independiente, suponemos que @ € M, 1 (R) es tal que & = 0, de donde (FA)a =0
lo que nos lleva a que F(Aa@) = 0y como § es base libre, entonces Ao = 0 lo que
implica que:

a=1I,a=(BA)a=B(Aa)=B0=0

Con lo cual queda probado que & es linealmente independiente, y por lo tanto & es
base libre de M. Ol

Definicion 5.3. Sea R un anillo, decimos que R tiene IBN (por las siglas en inglés de
invariant bases number) si para todo moédulo libre M € Mod — R, cada base de M
tiene el mismo nimero cardinal.

Por el teorema anterior, se sigue que R tiene IBN si y solo si toda matriz invertible con
entradas en R, necesariamente tiene que ser una matriz cuadrada.

Ejemplo 5.1. SiR es un campo, entonces R tiene IBN.

Ejemplo 5.2. Sea K un campo y V un espacio vectorial sobre K de dimensién infinita.
Entonces V ~ K@, donde o = dimgV, y es claro que:

VoV ~KYeKY» xK® ~V
De aqui se sigue que:
Endg (V)= Hom(V,V @ V) ~ Endg(V) ® Endg(V)
Es decir, el anillo R = Endg (V) tiene la propiedad de que R =~ R @ R, y de aqui

se ve que R tiene una base con 1 elemento, y otra base con 2 elementos.
Por lo tanto, R no tiene IBN.
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Proposicion 5.6. Sean R y S anillos donde S tiene IBN. Si se cumplen cualquiera de las
siguientes condiciones:

(i) Existe ¢ : R — S homomorfismo de anillos.

(ii) R es un subanillo de S.

(iii) R es anillo conmutativo.
Entonces R tiene IBN.

Demostracion. (i) Sea A € M, «n(R) matriz invertible, con inversa B € M, xm(R).
Entonces definimos las matrices ¢(A) € Mpxn(S) y ¢(B) € Mysxm(S), y tenemos
que:

¢(A)¢(B) = ¢(AB) = ¢(Im) = Im(S5)
¢(B)p(A) = ¢(BA) = ¢(In) = I(5)

Por lo tanto, ¢(A) es matriz invertible, y como S tiene IBN, entonces n = m, con
lo cual queda demostrado que R tiene IBN.

(ii) Es obvio, si definimos ¢ : R — .S como la inclusion y aplicamos (i).

(iii) Supongamos que R es un anillo conmutativo (con 1),entonces por el lema de
Zorn, existe M un ideal maximal de R, de donde R/M es un campo, el cual tiene IBN.
El resultado se sigue entonces por el inciso (i) si definimos ¢ : R — R/M como la
proyeccién natural. 0J

Teorema 5.7. (Propiedad Universal de los Médulos Libres)

Sea Mp, entonces M es libre si y solo si existe X C M tal que para cualquier Ny si
f+ X — N es una funcion, entonces existe un vinico R-homomorfismo ¢ : M — N
tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

Demostracion. " = " Supongamos que My, es libre con base libre X = {m;|i € I},
ysea Ngy f : X — N una funcién. Por lo tanto, si queremos que el diagrama
anterior sea conmutativo, necesariamente se debe cumplir que f(m;) = ¢(m;), por lo
que estamos obligados a definir ¢ : M — N como sigue: para cada m € M existen
tnicos 7; € R (casi todos cero) tales que m = > m;r;, por lo que hacemos:

g(m) = 6> _miri) =Y _ dp(mai)ri = Y _ f(mi)r;
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Es facil verificar que ¢ es el inico R-homomorfismo que extiende a f.

" < " Ahora supongamos que existe X = {my|i € I} C M con la propiedad
enunciada. Por la hipdtesis, existe un tnico R-homomorfismo ¢ que hace que el sigu-
iente diagrama sea conmutativo:

Xc : M

7/
\ -
! P

R

donde f(m;) =e; yY = {e;} es la base candnica de R,
Por otro lado, como R es libre, se sigue por lo ya demostrado en " = ", que existe
un unico R-homomorfismo v que hace que el siguiente diagrama sea conmutativo:

R B ()
/s

s
9 e

M

donde g(e;) = m;. Pero entonces, Ym,, € X, tenemos que:

(Vi) (ma) = P(di(ma)) = P(f(Mma)) = P(ea) = glea) = ma = i(Mma)

Y de aqui se sigue que ¢t = i. Pero por hipdtesis sabemos que existe un tnico
R-homomorfismo que hace que el siguiente diagrama sea conmutativo:

) (Y Vs

v
v
7 /,/3!7'

M

El cual claramente debe ser 1,;, por lo que hemos probado que ¥»¢ = 1,;. Por un
razonamiento andlogo también se tiene que ¢ = 1,1, lo que implica que M ~ R
que es libre. 0J
Ejemplo 5.3. Sea R = Zg el anillo de los enteros médulo 6, y consideremos los ideales
2R y 3R, entonces es facil ver que R = 2R & 3R. Ahora bien, sabemos que R es
R-moédulo libre (por ser suma directa de copias de R), pero ni 2R ni 2R pueden ser
libres, ya que el primero tiene solo 3 elementos y el segundo, 2, por lo que de ninguna
forma pueden ser isomorfos a una suma directa de copias de R.

Este ejemplo demuestra varias cosas:

e Submddulo de un libre, no tiene por que ser libre.
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e Sumando directo de un libre, no tiene por que ser libre.
e Dado cualquier anillo R, no todo R-médulo tiene por que ser libre.
e Cociente de un libre, no tiene por que ser libre.

Sin embargo, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.8. Sean R un anillo y MR, entonces M es imagen homomdrfica de un R-
modulo libre, es decir, existe F'r libre y un epimorfismo:

F—sM——0

Por lo tanto, M =~ F'/ker¢ y se dice que M es cociente de un libre.

Demostracion. Sea X C M tal que (X) = M (por ejemplo X = M) digamos que
X ={myli € I}, ysea¢: R — M tal que ¢((r;)) = 3. myr;.

Es claro que ¢ es R-homomorfismo, pero ademds si m € M entonces m = Y m;r;
para algunos 7; € R casi todos 0, de donde (r;) € RV y ¢((r;)) = 3. m;r; = m, con
lo cual queda demostrado que ¢ es suprayectiva. O

Como consecuencia de la prueba dada en el teorema 5.5, tenemos:

Corolario 5.9. Si Mg es finitamente generado, entonces existe un R-epimorfismo:

¢

R" —— M ——0

donde n € N.

Finalizamos esta seccion con el siguiente resultado:

Teorema 5.10. Si F es un R-mddulo libre, entonces el funtor Hompg(F,_ ) es exacto.

Demostracion. Sabemos que el funtor Hompg(F, _) es exacto derecho, asi que lo que
debemos probar es que si

B
es exacta, entonces la sucesion:

Homg(F, M) —

Homp(F,N) —0
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también es exacta, es decir, 8* es suprayectiva.
De acuerdo a la definicién de 8%, se sigue que ésta es suprayectiva si y solo si dado
cualquier f : F' — N, existe g : F' — M tal que f = 5*(g9) = Bg.
Lo anterior se abrevia diciendo que el siguiente diagrama (con renglén exacto) es
conmutativo:
/F
. if
4B
M—N——0
Sea X = {x;|i € I} una base libre de F, de donde f(z;) € N, y como [ es
suprayectiva, entonces existe m; € M tal que 5(m;) = f(x;) y esto paracadai € I.
Por lo tanto, por el Axioma de Eleccion podemos definir una funciéon h : X — M
tal que h(z;) = m;, y por la propiedad universal de los médulos libres, existe un R-
homomorfismo g : F' — M tal que g(x;) = h(z;) = m;, y de aqui se sigue que:

Blg(xi)) = B(mi) = f(z:)

Y claramente esto implica que Sg = f, ya que X es base libre de F'. O

5.2. Modulos Proyectivos

Al final de la seccién anterior vimos que si F'r es libre, entonces el funtor Hompg(F, _)
es exacto, pero esta propiedad no caracteriza a los médulos libres. De hecho da lugar al
concepto de médulo proyectivo.

Definicion 5.4. Sea Pg, decimos que P es un R-moédulo proyectivo si el funtor
Hompg(P,_) es exacto.

De acuerdo a la discusién al final de la seccidn anterior, se sigue que Pgr es proyectivo
siy solo si paracada f : P — N existe g : P — M tal que el siguiente diagrama (con
renglén exacto ) es conmutativo:
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Ejemplo 5.4. Todo R-médulo libre, es proyectivo.

El reciproco del ejemplo anterior, pero para justificar el ejemplo necesitamos més
caracterizaciones de los modulos proyectivos.

Teorema 5.11. Cada sumando directo de un modulo proyectivo, es proyectivo.

Demostracion. Sea Pr un médulo proyectivo y supongamos que () es un sumando
B

directo de P. Por lo tanto, sabemos que existen R-homomorfismos P — () tales
0

que 36 = 1g.
Para probar que @) es proyectivo, consideremos el diagrama (con renglén exacto):

Q

if

M—"*~N—=0

B
Al cual podemos agregar los R-homomorfismos P —= () para obtener:
0

P<T>Q
lf
M-t oN_—0

Como P es proyectivo, entonces podemos completar el diagrama anterior:
B
P—=Q
I

g | lf
v 8
M—N——=0
Entonces si consideramos gd : ) — M, se tiene que:
a(gd) = (ag)d = (fB)6 = f(Bd) = flg = f

Y de aqui que hemos completado el siguiente diagrama:



5.2. Moddulos Proyectivos 109

Lo que demuestra que () es proyectivo. U
El siguiente teorema nos proporciona de caracterizaciones de los mddulos
proyectivos.

Teorema 5.12. Sea Pg, son equivalentes:
(i) P es proyectivo.
(ii) Cada sucesion exacta corta de la forma:

0 A B P 0

se escinde.
(iii) P es un sumando directo de un modulo libre.

Demostracion. (i) = (ii) Supongamos que P es proyectivo y sea:

B

0 A B P 0

una sucesion exacta. Ya que P es proyectivo, entonces podemos completar el siguiente
diagrama (con renglén exacto):

P

6,7
s/ ’ llP
y2
A——sP——=0
De donde 56 = 1p, probando que la sucesion dada, se escinde.
(i1) = (iii) Como todo médulo es cociente de un libre, entonces existe F'r libre y un
R-epimorfismo 3 : F' — P, lo que nos lleva a la siguiente sucesion exacta:

0 kerf———~F . p 0

La cual, por hipétesis se escinde, y esto implica que:
F~kerf® P

Por lo tanto, P es sumando directo de un libre.
(>iii) = (i) Supongamos que P es sumando directo de un libre F'g, el cual es proyec-
tivo. Si aplicamos ahora el teorema 5.7, concluimos que P es proyectivo. Ol

Teorema 5.13. Sea {P,|« € I} una familia de R-mddulos, entonces @ P, es proyec-
tivo si 'y solo si P, es proyectivo para toda o € 1.
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Demostracion. " = " Si @ P, es proyectivo, entonces por el teorema 5.7 se sigue que
cada P, es proyectivo.
" &< " Si cada P, es proyectivo, entonces existe F}, libre tal que P, es sumando

Ba
directo de F,. Pero entonces para cada @ € [ existen 5, y J, tales que F, —— P,
d

y 604504 = 1Pa-

Sean iy : Py — @ Pay jo : Fa — @ F, las inclusiones candnicas, entonces
Jaba @ Py — @ F, y por la propiedad universal de la suma directa, existe un tGnico
R-homomorfismo ¢ : @ P, — P F, tal que:

Wi — ja5a7 Va el

Por el mismo razonamiento, tenemos que existe un tnico R-homomorfismo ¢ :
P F, — @ P, tal que:
PJa = 1afa, Vo € 1

Pero entonces tenemos que:
Wia = Pjada = tafada = talp, = ia

Y por la propiedad universal de la suma directa @@ P,, esto implica que ¢pv) = 1gp, ,
lo que significa que € P, es sumando directo de € F,, el cual es libre, y por lo tanto
& P, es proyectivo. O

Ejemplo 5.5. Consideremos de nuevo el anillo del ejemplo 5.1.3, es decir R = Zg,
entonces la igualdad R = 2R & 3R demuestra que 2R y 3R son proyectivos, por ser
sumandos directos de un libre. Sin embargo, como ya comentamos en el ejemplo 5.1.3,
ni 2R ni 3R son libres.

Por lo tanto, este ejemplo demuestra que en general, proyectivo no implica libre, es
decir, si el funtor Hompg(P,_ ) es exacto, esto no implica que P es libre.

Terminamos esta seccién con una caracterizacién de los médulos proyectivos, que
de alguna forma se asemeja a las bases duales en dlgebra lineal.

Teorema 5.14. (Bases Proyectivas)
Un R-mdédulo P es proyectivo si y solo si existen {a;|i € I} C Py un conjunto:
{¢i : P — R|p; es R-homomorfismo, i € I}
tales que para cada x € P, se cumple que:
(i) @i(x) = 0 para casi toda i € I.
(ii) & = Y agpi(z).
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Demostracion. " = " Supongamos que P es proyectivo y sea Fpr libre y un
R-epimorfismo:
¥

F—sP——0

Como P es proyectivo, entonces la sucesion anterior se escinde, es decir, existe
p: P — Ftal que v¢ = 1p.

Sea {e;|i € I} una base libre de F', y definimos:

a; :=(e;) parai € 1

Ademds si x € P, entonces existen unicos 7; € R casi todos cero, y tales que
o(x) = > e;r;, y definimos ; : P — R tal que ¢;(x) = r;. Es facil ver que ¢; es un
R-homomorfismo, para cada i € I.

Finalmente, para cada x € P se tiene que:

(i) pi(z) = r; = 0 para casi toda i

(i) x = Yop(z) = P eiri) = Yo (e)ri = - aipi()

" < " Tomemos {a;} y {¢;} como en la hipétesis, y sea F' = R) con {e;]i € T}
base libre de F'. Entonces definimos ¢ : F' — P tal que ¢(e;) = a; parai € Iy se
extiende linealmente.

Por otro lado, sea ¢ : P — F' tal que si x € P, entonces p(z) = > eipi(z), y
nétese que  estd bien definida por la hipdtesis (i). Ademads es facil ver que ¢ es un
R-homomorfismo.

Para cada x € P se tiene que:

vo(x) = (> ewpi(x) =Y vle)pi(@) = > awpi(x) =

Por lo tanto, ¥ ¢ = 1p, lo que significa que P es sumando directo de 'y como F
es libre, entonces P es proyectivo. O

5.3. Modulos Inyectivos

El concepto de médulo inyectivo es el dual del de médulo proyectivo.

Definicion 5.5. Sea Er, decimos que E es un R-médulo inyectivo si el funtor con-
travariante Hompg( _ , E') es exacto.

Sabemos que el funtor contravariante Homp( _, E) es exacto izquierdo, por lo que un
R-médulo E es inyectivo si y solo si para cada sucesion exacta

0——=A——-2RB
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la sucesion:

Homg(B,E) — L

Homp(A,E) ——=0

es exacta, es decir, f* es suprayectiva.

De la definicion de f*, se sigue que ésta es suprayectiva si y solo si para todo
h:A— E,existe f: B— Etalque h = f*(g9) = gf.

Todo lo anterior se abrevia diciendo que el siguiente diagrama (con renglén exacto)
es conmutativo:

0——=A—-2B

/
hl //
ya dg

E

En vista de que en el diagrama anterior f es inyectiva, es costumbre identificar
A con f(A) < B,y pensar entonces que un R-médulo E es inyectivo si y solo si
cada R-homomorfismo que sale de un submdédulo de B a F, se puede extender a un
R-homomorfismo de B a E.

Muchas de las propiedades de los mdédulos inyectivos, son las duales de los
proyectivos.

Teorema 5.15. Sea { E;|i € I} una familia de R-mddulos. Entonces || E; es inyectivo
siy solo si, E; es inyectivo para toda i € I.

Demostracion. " = " Supongamos que || E; es inyectivo, y sea:

f

0——A——2B

|
E;

Al cual podemos agregarle la inclusién i; : £; — [ Ej:

f

A
|

ch_3> [1E;:

B
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Para usar entonces que [ [ E; es inyectivo, lo que significa que el diagrama anterior se
puede completar como sigue:

0 A—1 . B
\

h I 3g
i \

Ej(—>] [1E:

Y de aqui se sigue que si p; : [[ E; — Ej es la proyeccién, entonces:
(ig)f = pi(gf) = pj(ish) = (pjij)h = h

Lo que demuestra que el siguiente diagrama es conmutativo:

Por lo tanto, E; es inyectivo.
" < " Ahora suponemos que F; es un R-moddulo inyectivo para cada j € I,y
consideramos el siguiente diagrama:

[1E:

Al cual podemos agregarle la proyeccion p; : [[ E; — Ej:

0 A—1 . p
h
”
[1Ei—— E;

Para usar entonces que E; es inyectivo, lo que significa que el diagrama anterior se
puede completar como sigue:
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Y esto lo hacemos para cada 7 € I. Entonces por la propiedad universal del producto
directo, existe un tnico R-homomorfismo 6 : B — [] E; tal que p;j60 = g; para cada
j € I. De aqui se sigue que para cada j €:

pi0f =g;f =pih

Lo que implica, por la propiedad universal del producto directo, que 8 f = h, es decir,
hemos completado el diagrama inicial a un diagrama conmutativo:

Por lo tanto, || E; es inyectivo. Ol

Teorema 5.16. Cada sumando directo de un R-mddulo inyectivo, es inyectivo.

Demostracion. Supongamos que Er es inyectivo y sea D un sumando directo de F, de
A

donde, existen R-homomorfismos D —= FE tales que 6\ = 1p.
)

Ahora consideremos el siguiente diagrama:

0—=A-1.p

}

Al cual le podemos agregar \:

0——=A——B

|

D——F

Para usar entonces que FE es inyectivo, lo que significa que el diagrama anterior se puede
completar como sigue:
f

0——A——-2~B
|
|

h g

Y
D-2-F
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De aqui obtenemos que:
(69)f = 8(9f) = (k) = (S\)h = 1ph = h

De esta forma hemos completado el diagrama inicial como sigue:

0——A . B
hl /
dg
D
Por lo tanto, D es inyectivo. 0J

Teorema 5.17. Un médulo E es inyectivo si'y solo si cada sucesion exacta corta:

0 E—-B C 0

se escinde. De aqui que E es sumando directo de cualquier modulo que lo contiene.

Demostracion. " = " Supongamos que FE es inyectivo, y consideremos el siguiente
diagrama:
f

0——=F——=B

1El

E

Por la inyectividad de E, el diagrama anterior puede completarse como sigue:

0—-E-1.B
/
7

lEl
7/
y g

E

Lo que implica que gi = 1g, con lo cual queda probado que la sucesion:

0 E—-B C 0

se escinde.
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" < " Supongamos que tenemos el siguiente diagrama:

0*>A$-B
d
E

Y construimos el pushout como sigue:
f
0——=A——B
hl \Lh/
E H] El
f

Se sigue entonces por la proposicién 3.3, que f’ es monomorfismo y asi, podemos
aplicar la hipétesis para encontrar g : E' — F tal que gf' = 1p. Pero entonces
tenemos que:

(gh")f = g(W'f) = g(f'h) = (9f)h=1gh=h

De esta forma, hemos completado el diagrama inicial como sigue:

0——A _d B
hl /
gh'
E
Por lo tanto F es inyectivo. Ol

Una caracterizacion importante de los médulos inyectivos estd dada en el siguiente
resultado, el cual resulta muy ttil para probar que ciertos médulos son inyectivos.

Teorema 5.18. (Criterio de Baer)
FER es inyectivo si 'y solo si cada R-homomorfismo f : I — FE, donde I es cualquier
ideal derecho de R, se puede extender a R.

Demostracion. " = " Es obvio, por la definicioén de inyectivo.
" < " Supongamos que tenemos el siguiente diagrama:

0—=A—">B

d

E
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Y por simplicidad suponemos que 7 es la inclusion, es decir, A < B. Entonces exten-
deremos h a g : B — FE, buscando entre todos los médulos entre A y B para los cuales
existe una extension de h. Formalmente, sea:
& ={(4,¢))ACcA CByg :A — E extiende a h}
Vemos que & # () ya que (A, h) € &, y ordenamos parcialmente a & como sigue:
(A,g) < (A", g") & A" C A"y ¢" extiende a g

Entonces por el Lema de Zorn, existe una pareja maximal (Ao, go) € &, y queremos
probar que Ay = B, por lo que suponemos que Ay & B, por lo que existe z € B — Aj.
Entonces definimos:

I ={reRlzr € Ao}

Es facil verificar que I es un ideal derechode R,y sea f : [ — FE'talque f(r) = go(xr),
el cual por la hipétesis, puede extenderse a f' : R — E.
Pero entonces definimos A1 = Ag + xRy g1 : A1 — FE tal que:

g1(ag + zr) = go(ao) + f'(1)r
Y vemos primero que g; estd bien definido, ya que si ag + zr = a/0 + xr’, entonces:
z(r —r') = ayg — ag € Ag
De donde go(z(r —7')) y f(r — r') estdn definidas, y tenemos que:

go(ag — ao) = go(x(r =) = f(r =) = f'(r = 1') = f'(1)(r — ')

Lo que implica que:

g0(ag) — go(ao) = f'(1)r — f'(1)r’
Y de aqui que: /
go(ag) + f'(1)r" = go(ao) + f'(1)r

Pero entonces g; extiende a go ya que g1(ag) = go(ag) para todo ag € Ap, y de
este modo hemos construido una pareja (Aq, g1) € & que es estrictamente mayor que
la pareja maximal (Ag, go), una contradiccion.

En conclusion, Ayg = By E es inyectivo. 0J

5.4. Modulos Divisibles

Hay una clase de médulos que para algunos anillos coincide con la clase de los inyec-
tivos, aunque en general solamente se tiene una implicacién. A nosotros nos serd de
utilidad para demostrar que todo médulo puede incluirse en un médulo inyectivo.
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Definicion 5.6. Sean Mg, m € M y r € R, decimos que m es divisible por r, si
rm’ = m para algin m’ € M. Decimos que M es un R-médulo divisible si cada
m € M es divisible por cada r € R, siempre que r no sea un divisor de 0.

Ejemplo 5.6. Si R = Z, entonces QQ es un Z-médulo divisible.

Esto es claro, ya que para cada IEJ € Qycadan € Zconn # 0, se cumple que
P_pP.
q nq

Teorema 5.19. Todo R-mdédulo inyectivo, es divisible.

Demostracion. Seam € Ey rg € R tal que rg no es divisor de 0. Definimos f :
roR — FE tal que f(ror) = mr, entonces f estd bien definida ya que 79 no es divisor
de 0.

Como FE es inyectivo, entonces f puede extenderse a g : R — F' y de aqui se tiene
que:

m = f(ro) = g(ro) = g(1)ro

Y como g(1) € E, esto prueba que m es divisible por 7. O

Algunas propiedades de los mddulos divisibles se enuncian a continuacion.

Proposicion 5.20. Son vdlidas:
(1) Cada cociente de un médulo divisible, es divisible.
(2) Cada sumando directo de un modulo divisible, es divisible.
(3) Producto directo de modulos divisibles, es divisible.
(4) Suma directa de mddulos divisibles, es divisible.

Demostracion. Las pruebas se siguen simplemente de la definicion:

(1) Si Mg es divisible y N < M, entonces paracadam + N € M/Nyr € R
no divisor de 0, se tiene que existe m’ € M tal que m = m’'r, de donde m + N =
(m’ 4+ N)r, lo que demuestra que M /N es divisible.

(2) Si MR, es divisible, y N < M es un sumando directo, entonces existen R-

B
homomorfismos N —= M tales que 63 = 1. Porlo tanto,sin € Nyr € R no
8

es divisor de 0, entonces existe m € M tal que 5(n) = mr, de donde, n = 63(n) =
d(mr) = 6(m)r,y como d(m) € N, esto demuestra que N es divisible.

(3) Si {M;|i € I} es una familia de R-moddulos divisibles, y » € R no es divisor
de 0, entonces dado cualquier (m;) € [[ M; existen m; € M,; tales que m; = m;r de
donde (m;) = (m;r) = (m;)r, lo que demuestra que [ M; es divisible.
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(4) Es completamente analoga a (3). (]
Para algunas clases de anillos vale el reciproco del teorema 5.15, como vemos a
continuacion.

Teorema 5.21. Si R es un dominio de ideales principales, entonces un R-modulo D es
divisible si y solo si D es inyectivo.

Demostracion. " = " Por el criterio de Baer, es suficiente extender cualquier R-
homomorfismo f : I — D donde Ir < R. Ya que R es un dominio de ideales
principales, sabemos que I = 7o R, y es claro que si 9 = 0, no hay nada que demostrar,
por lo que suponemos que g # 0, y como R es dominio, entonces 7y no es un divisor
de 0.

Entonces como D es divisible, existe d € D tal que f(rg) = drg, y podemos definir
g : R — D tal que g(r) = dr, el cual claramente extiende a f.

" < " Esta parte es el teorema 5.15. O

En particular, en grupos abelianos el concepto de inyectividad coincide con el de
divisibilidad, y esto nos sirve para demostrar el siguiente resultado, el cual es un caso
especial de un teorema més general, el cual deseamos probar més adelante.

Teorema 5.22. Cada grupo abeliano G puede incluirse en un grupo abeliano inyectivo.

Demostracion. La prueba es muy elegante, ya que aplicaremos varios de los resultados
vistos hasta ahora.

Sea G = F'/S donde F es un grupo abeliano libre, de donde F' = 71D Si incluimos
cada copia de Z en una copia de Q, tenemos que:

G=rF/S=(zD)/s c@P)/s

Ya que Q es divisible, entonces Q) es divisible, de donde (Q(1))/S es divisible,
pero por el teorema 5.16 se sigue entonces que (@(I )) /S es un Z-médulo inyectivo, con
lo cual termina la prueba. Ol

Finalizamos esta seccién con un resultado que nos serd de utilidad més adelante,
pero primero probamos que:

Teorema 5.23. Sea R un anillo y supongamos que D es un grupo abeliano divisible,
entonces Homyz(R, D) es un R-médulo derecho inyectivo.
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Demostracion. Ya que rRyz es facil ver que Homgz(R, D) es un R-médulo derecho
donde se define fr : R — D tal que (fr)(r") = f(rr').

Probaremos entonces que el funtor contravariante Hompg( _ , Homz(R, D)) es
exacto, para lo cual solo es necesario probar que convierte monomorfismos en epimor-
fismos.

El Teorema del Isomorfismo Adjunto nos lleva a un diagrama conmutativo:

Hompg(B, Homz(R, D)) Hompg(A, Homyz(R, D))

T !

Homgz(B, D) Homgz(A, D)

donde 0——= A—— B es un R-monomorfismo, y donde hemos usado los
R-isomorfismos R@r B~ By R®r A ~ A.

Ya que D es divisible, entonces es un Z-mdédulo inyectivo y asi, el renglén de abajo
es suprayectivo. Pero entonces, usando el hecho de que el diagrama es conmutativo y
de que las flechas verticales son isomorfismos, se sigue que el renglén de arriba también
es suprayectivo, que es lo que queriamos demostrar. O

Teorema 5.24. Cada R-modulo M puede incluirse en un R-mddulo inyectivo.

Demostracion. Si primero consideramos a /M como un Z-mddulo, entonces sabemos
que existe un grupo abeliano divisible D y un monomorfismo:

0—>M—">D
Sim € M, definimos f,, : R — M tal que f,,(r) = mr, y es facil ver que

¢ : M — Homgz(R, D) dado por ¢(m) = if,, es un R-monomorfismo, y la prueba
concluye si usamos el teorema anterior. Ol

5.5. Extensiones Esenciales

Un concepto que estd intimamente ligado al de inyectividad es el de extension esencial,
el cual estudiamos brevemente en esta seccion.
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Definicion 5.7. Sean Mrp y N < M, decimos que M es una extension esencial de
N, si cada submodulo distinto de 0 de M, tiene interseccion no cero con N, es decir, si
para cualquier 0 # K < M, se cumple que K N IV ## 0. También se dice en este caso,
que N es un submédulo esencial de M.

Usamos la notacién N C. M para denotar que M es una extension esencial de N.

Ejemplo 5.7. El grupo aditivo Q es una extension esencial de Z, e igualmente cada
subgrupo Z < G < Q es una extension esencial de Z. Esto es claro, ya que dado
cualquier racional % # 0, existe ¢ € Z tal que q(g) € 7, lo que implica que Z C. G.

El ejemplo anterior claramente se puede generalizar como sigue:

Ejemplo 5.8. Si D es un dominio entero, y F es su campo de cocientes, entonces D C
F.

Algunas de las propiedades de los submodulos esenciales se enuncian a contin-
uacion.

Proposicion 5.25. Son vdlidas:

(1) Sea N < MR, entonces N C. M si y solo sipara todo 0 # x € M
existe r € R tal que 0 # zr € N.

(2) Sea N < K < M, entonces N Co M siysolosi N Co Ky K C. M.

(3)SiNc., K<M,yN' c. K' <M, entonces NNN' c. KN K'.

(4)Sif: M — LyK C. L, entonces f~'(K) C. M.

(5)SiN Ce M yp: M — M es un R-homomorfismo tal que la restric-
cion de @ a N es inyectiva, entonces @ es inyectiva.

(6) Si N < M y{M;|i € I} es una cadena de submédulos de M tal que

N C. M; para cada i € I, entonces N C. | J M,;.

Demostracion. En todos los casos, es simplemente aplicar la definicién de extension
esencial:

() "="SiN C. MyO0=#x e M,entonces tRN N # 0, y de aqui es obvio
que existe € R tal que 0 # xr € N.

"<="Seal#L < MyseaO# x € L,entonces 0 # x € M y por la hipétesis,
existe r € R tal que 0 # zr € N. Por lo tanto, 0 # xr € N N L, lo que prueba que
N C. M.

2)"="SiN C. My0+#x € K, entonces x € M, de donde existe r € R tal
que 0 # xr € N, lo que prueba que N C. K; por otro lado, si 0 # = € M, entonces
existe r € Rtal que 0 # xzr € N, de donde zr € K, lo que demuestra que K C. M.

"<="Seal # x € M,como K C. M, entonces exister € Rtal que 0 # xr € K,
y como N C. K, entonces existe 7’ € R tal que 0 # (zr)r’ € N, lo que implica que
N Ce M.
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(3)Si0# L < KN K’ entonces como N C. K, se sigue que 0 # L N N, y como
N' C. K, entonces 0 # (LN N)N N',yde aqui es claroque NN N’ Cc. KN K'.

(4) Por contrapositiva, suponemos que f ~!(K) no es esencial en M, de donde existe
0# N < Mtalque NN f~1(K) = 0, lo que implica que N N ker f = 0, y de aqui se
sigue que f|ny : N — fN esunisomorfismo, porloque 0 # fN < Ly fNNK =0,
de donde K no es esencial en L.

(5) Como la restriccién de ¢ a N es inyectiva, entonces kerp N N = 0, y como
N C. M, entonces la igualdad anterior implica que kery = 0, por lo que ¢ es inyec-
tiva.

(6) Como {M;|i € I} es una cadena de submédulos de M, entonces | J M; es un
submédulo de M, y si 0 # = € |J M;, entonces x € M; para alguna i € I, y como
N C. M;, entonces existe r € R tal que 0 # ar € N, lo que prueba que N C. |J M;.

0l

Se puede dar una caracterizacién de los médulos inyectivos en términos de exten-
siones esenciales.

Teorema 5.26. Un modulo Mg es inyectivo si y solo si M no tiene extensiones esen-
ciales propias.

Demostracion. " = " Si M es inyectivo y M C. K, entonces por el teorema 5.13 M
es sumando directo de K, es decir, existe L < K tal que M & L = K. En particular,
MNL=0,ycomo M C. K, entonces L = 0, de donde, M = K.

" < " Supongamos que M no tiene extensiones esenciales propias, por el teorema
5.19, sabemos que existe Er inyectivo tal que M/ < E. Por el Lema de Zorn, existe
N < FE submédulo maximal con la propiedad de que M NN = 0. Esta dltima igualdad
implica que el R-homomorfismo:

¢: M~——FE——FE/N

es inyectivo.

Por otro lado, E//N es una extension esencial de M, yaque si 0 # S/N < E/N,
entonces S £ N y por la maximalidad de NV se sigue que S N M # 0, y de aqui se
sigue que S/N N M # 0. Por lo tanto, se sigue de la hipdtesis, que ¢ es isomorfismo,
de donde £ = M + N y como M N N = 0, entonces M es sumando directo de E, y
por el teorema 5.12, M es inyectivo. 0J
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5.6. La Capsula Inyectiva

En esta seccion probamos que para cada R-médulo M, existe un R-mddulo inyectivo
el cual es minimo entre los inyectivos que contienen a M .

Teorema 5.27. Sea Mr < ER, las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Ees una extension maximal de M, es decir, ninguna extension
esencial propia de E, es una extension de M.
(ii) M C. E y E es inyectivo.
(iii) E es inyectivo y no existe E' inyectivo tal que M C E' & E.

Ademds, tal mddulo E existe.

Demostracion. (i) = (ii) Si E no es inyectivo, entonces por el teorema 5.20, se sigue
que existe E' 2 E'y E C. E', pero entonces por la proposicién 5.4 (2) tenemos que
M C. F’, lo que contradice la hipétesis.

(i) = (i4i) Si existe un tal mddulo inyectivo E’, entonces E’ es un sumando
directo de F, digamos que £ = E' & E”. Yaque M C E’, se sigue que M NE" =0
lo que contradice que M C. E.

(731) = (i) Consideremos la familia de todas las extensiones esenciales de M que
estdn contenidas en F, se sigue de la proposicion 5.4 (6) y del Lema de Zorn, que
existe una tal extensién maximal, digamos E’, dentro de E. Afirmamos que E’ es un
aextension maximal de M, ya que si suponemos que N es una extension de M que
contiene a F’, entonces formamos el siguiente diagrama:

0—s=FE —>N

1

E

donde 7 es la inclusién. Ya que E es inyectivo, podemos completar el diagrama como
sigue:

0—=F —=N

Pero entonces p(x) = z, Yo € E’, y en particular, Vo € M. Ahora bien, como
M C. N, por la proposicién 5.4 (5), se sigue que ¢ es monomorfismo, por lo que ¢ (N)
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es una extension esencial de M contenida en F, y por la maximalidad de E’ se sigue
que ¢(N) = E’, de donde N = E'.

En conclusién, E’ es una extension esencial maximal de M y por lo probado en (i)
= (ii), se sigue que F’ no tiene extensiones esenciales propias . Por lo tanto, E’ es
inyectivo, y por la hip6tesis se sigue que E' = E.

Finalmente para probar la existencia de E, incluimos a M en un médulo inyectivo
y tomamos el submédulo E’ como en la construccién de (iii) = (i). ]

Definicion 5.8. Un médulo E que satisface cualquiera de las condiciones equivalentes
del teorema 5.21, es llamado una capsula inyectiva de M.

El teorema 5.21 prueba la existencia de las cdpsulas inyectivas, y en el siguiente teorema
probamos la unicidad (salvo isomorfismo).

Teorema 5.28. Sea E una cdpsula inyectiva de un médulo Mg, entonces:

(i) Si E' es un R-mddulo inyectivo que contiene a M, entonces hay un R-
monomorfismo ¢ : E — E’ tal que p(z) = x, Y € M.

(ii) Cualesquier dos cdpsulas inyectivas de M, son R-isomorfas, con un isomorfismo
que deja fijo a cada x € M.

Demostracién. (i) La inyectividad de £’ nos permite completar el siguiente diagrama:

0—M—F

/
i y
il
L

El

donde 7 es la inclusion. Pero entonces por la proposicion 5.8 (5), se sigue que ¢ es
inyectiva.

(ii) Supongamos que E’ es una cépsula inyectiva de M, si seguimos con la no-
tacion de (i), afirmamos que ¢ es suprayectiva, ya que en caso contrario, ¢(F) seria un
sumando directo de E’ el cual contiene a M, lo que contradice el hecho de que E’ es
una extension esencial de M. Por lo tanto, ¢ es un R-isomorfismo. O

A la luz del teorema 5.22, podemos hablar de la cdpsula inyectiva de un R-médulo
M,y es denotada como E(M).

Ejemplo 5.9. Si D es un dominio de ideales principales, entonces E(Dp) es el campo
de cocientes de D.
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5.7. Mé6dulos Semisimples

Finalizamos esta unidad con esta seccién en la que hacemos un breve estudio de los
mddulos semisimples, cuyo concepto nos lleva de forma natural al de anillo semisimple,
que en cierta forma, son los anillos con propiedades globales mas completas.

Primero recordamos la siguiente definicion.

Definicion 5.9. Sea 0 # Sp, decimos que S es un R-médulo simple si S no tiene
submddulos no triviales, es decir, si S no tiene submddulos distintos de 0 y S.

En los ejercicios resueltos de la unidad 1, vimos varias propiedades de los médulos
simples, por ejemplo (ver ejercicios 1.12.6 y 1.12.7), probamos que si S # {0}, en-
tonces son equivalentes:

(i) S es un R-mddulo simple.

(i) S = (z) paratodo z € S\ {0}.
(iii) Si0 # f € Homp(S, N), entonces f es monomorfismo.
(iv) Si0 # f € Hompg(N, S), entonces f es epimorfismo.

Veamos algunos ejemplos de médulos simples.

Ejemplo 5.10. Si N < Mp, entonces M /N es un R-médulo simple si y sélo si N es un
submédulo maximal de M (ver ejercicio 1.12.8).

Ejemplo 5.11. Si R = Z, un grupo abeliano S es simple si y s6lo si S es isomorfo a Z,,
con p un primo (ver ejercicio 1.12.11).

Ejemplo 5.12. Del Algebra Lineal se sigue que si R = K es un campo y V es un K-
modulo (o sea un K-espacio vectorial), entonces V es simple si y s6lo si dimgV = 1.

Finalmente mencionamos que, de acuerdo al ejercicio 1.12.9, ya que el anillo R es
finitamente generado (ya sea como R-mdédulo izquierdo o derecho), entonces R tiene
ideales maximales (izquierdos y derechos) y en consecuencia, los correspondientes co-
cientes son R-médulos simples, es decir, siempre existen los R-mddulos simples.

Por otro lado, de acuerdo al ’ Algebra Lineal, sabemos que todo K-espacio vectorial
es una suma directa de copias del campo K, y de acuerdo al ejemplo 5.7.3, tenemos
entonces que todo K-espacio vectorial es una suma directa de K-submdédulos simples.
De esta forma, el siguiente concepto de alguna forma generaliza esta propiedad de los
espacios vectoriales.
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Definicion 5.10. Sea Mg, decimos que M es un R-modulo semisimple si M es una
suma de submddulos simples, es decir, si existe una familia {.S;|¢ € I} de submédulos
simples de M tal que M = > S;.

Ejemplo 5.13. El médulo {0} se considera semisimple, ya que es la suma vacia de
mddulos simples.

Ejemplo 5.14. Todo R-médulo simple, es semisimple.
Ejemplo 5.15. Si R = K es un campo, entonces todo K-moédulo es semisimple.

La siguiente propiedad de los médulos semisimples es muy importante ya que tiene
diversas consecuencias.

Proposicion 5.29. Sea Mp un médulo semisimple, tal que M = . ;S; con S;
submaodulo simple de M. Si N < M, entonces existe J C I tal que:

M:N@(@Sj)

jed

En particular, si tomamos N = 0, entonces:

M=Eps;

jed

Es decir, un modulo es semisimple si y solo si es una suma directa de submodulos
simples.

Demostracion. Aplicando el Lema de Zorn, podemos hallar un subconjunto maximal
J C I tal que la suma:
M =N+ (@ Sj)
jeJ
sea directa. Afirmamos entonces que M’ = M y para probarlo es suficiente demostrar
que M’ D S; paracadai € I.

En efecto, si S;, ¢ M’ para algin iy € I, entonces ya que S;, es simple se sigue
que M’ N S;, = 0,y asi lasuma M’ + S;, es directa, lo que contradice la maximalidad
de J. Ol

Como consecuencia inmediata de la proposicion anterior tenemos:

Corolario 5.30. Si Mg es semisimple, entonces cada submodulo de M es un sumando
directo de M.
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Los R-mdédulos semisimples tienen muchas propiedades importantes que, en gen-
eral, no tienen los R-mddulos de otras clases, tal como mostramos en el siguiente resul-
tado.

Proposicion 5.31. Sea Mp un mddulo semisimple con descomposicion semisimple

M = @ Si, y supongamos que
i€l

0—>K-—JoM-9N—+0

es una sucesion exacta corta de R-modulos. Entonces la sucesion se escinde y tanto
K como N son semisimples. De hecho es posible hallar J C I tal que N ~ @ S;y

jeJ
K~ @ S

ieI\J

Demostracion. Yaque I'm f es un submddulo de M, se sigue por la proposicion 5.5, que
existe J C I talque M = Imf @ (EB]EJ Sj). De aqui resulta claro que la sucesién
se escinde y ademds, M ~ K & N ~ Imf @ N lo que implica que N ~ M/Imf ~
P s
Jj€J

Por otro lado, es claro que:

M = @Sl D @Sj

i€I\J jeJ

lo que implica que:

K~Imf~M/ES;~ P S

JjeJ iel\J

O
De esta forma, tenemos que todo submddulo y todo cociente de un médulo semisim-
ple, es semisimple, y ademds, como mencionamos anteriormente, cada submédulo de
un médulo semisimple, es un sumando directo de éste.
A continuacién establecemos diversas caracterizaciones del concepto de médulo
semisimple.
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Teorema 5.32. Para un R-modulo derecho Mg, las siguientes condiciones son equiv-
alentes:

(i) M es semisimple.

(ii) M estd generado por médulos simples, es decir, existe una familia de R-modulos
simples (independiente) {S;}icr y un epimorfismo

@S¢—>M—>O
iel

(iii) M es la suma de algiin conjunto de submédulos simples.
(iv) M es la suma de sus submodulos simples.
(v) Cada submodulo de M es un sumando directo de éste.

(vi) Cada sucesion exacta corta

0 K M N 0

se escinde.

Demostracion. (i) = (ii) Supongamos que M = ) . _;S; con S; < M submédulo
simple para todo ¢ € I. Por lo tanto existe el epimorfismo candnico:

@ — Z S;i=M —0
iel el
y de aqui que M es generado por médulos simples.

(i1) = (ii1) Si M estd generado por médulos simples, entonces existe un epimorfismo
@,c;rSi — M — 0 con S; médulo simple para todo i € I. Pero entonces M =
Y icr f(Si) ycada f(S;) = 00 f(S;) ~ S;, con lo cual queda probado que M es una
suma de algiin conjunto de submoédulos simples.

(iii) = (iv) Si existe {S;};c; conjunto de submédulos simples de M tal que M =
> icr Siy si{S}}jes es lafamilia de todos los subm’odulos simples de M, entonces es
claro que {S; }icr C {Sj’ }jes lo que implica que M = ) jeJ S} demostrando asi (iv).

(iv) = (i) Es obvio por la definicién de semisimple.

(i) = (v) Es el corolario 5.22.1.

(v) & (vi) Es obvio.

(v) = (i) Primero probamos que cada submdédulo no nulo de M, tiene submédulos
simples. En efecto, sea x € M \ {0}, entonces Rx es un submédulo de M finitamente
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generado y se sigue, por el ejercicio 1.12.9, que Rx tiene submddulos maximales; sea
H < Rx un submédulo maximal. Ahora bien, por (v) se tiene que M = H & H' y por
la Ley Modular (Teorema 1.6), tenemos que:

Rr=RxrNM=RznN(HoH)=H& (RenNnH)

y de aqui que Rz N H' ~ Rx/H es submédulo simple de Rz.

Ahora sea N la suma de todos los submddulos simples de M. Por (v) tenemos que
M =N @& N'; yaque N N N’ = {0}, entonces N’ no tiene submédulos simples, pero
entonces esto implica que N = {0} y de aqui que M = N es semisimple. Ol

5.8. Ejercicios Resueltos

EJERCICIO 5.34. Una resolucion libre de un médulo M es una sucesién exacta

dn
Fy

Fh 1] Fo—=M 0

en la cual cada F;, es un médulo libre.
Demostrar que cada médulo M tiene una resolucién libre.

EJERCICIO 5.35. Sea P un R-médulo izquierdo proyectivo y sea I un ideal bilateral de
R. Probar que P/IP es un R/I-médulo izquierdo proyectivo.

EJERCICIO 5.36. Sea R un anillo conmutativo y supongamos que P y Q son R-mddulos
proyectivos. Probar que P ®r ) es R-mddulo proyectivo.

EJERCICIO 5.37. Supongamos que R y S son anillos con S un S-R-bimédulo. Si P
es un R-moédulo izquierdo proyectivo, probar que S ®r P es un S-médulo izquierdo
proyectivo.

EJERCICIO 5.38. Demostrar el ejemplo 5.5.2.

EJERCICIO 5.39. Demostrar el ejemplo 5.6.1.
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A.0. Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 1.1. La prueba en ambos casos es trivial si consideramos los homomorfismos
de anillos identidad:

11, : L — End (M)

1r: R — EndT(M)

De aqui vemos que si f € Ly m € M, entonces f -m = f(m), mientras que si g € R,
entonces m - g = (m)g. <

Ejercicio 1.2. Sea ;M.
Por lo tanto (M, +) es un grupo abeliano y 3¢ : S — End'(M) homomorfismos de
anillos con 1.
~.é : R — End'(M) es un homomorfismo de anillos con 1.
.. M es un R-médulo izquierdo
<

Ejercicio 1.3(a) Recordemos que M es un R-mddulo izquierdo a través de ¢ mediante
la siguiente definicién: 7 - m = ¢(r)(m)

re€Ang(M) < r-m=0,Yme M

& ¢(r)(m) =0,Ym e M
& o(r)=0
& re Kerg

. Anp(M) = Ker¢ es un ideal de R.

Ejercicio 1.3(b) Sea
rM es fiel & ¢ es inyectiva

< Ker¢ = {0}
< Kerg = Angp(M) = {0}

Ejercicio 1.3(c) Por el Teorema del Factor para Anillos:
3! g homo de anillos, I C Kerf, (I ideal) tal que el siguiente diagrama conmuta:
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Ademas:
i) Si I = Kerf — g es inyectiva.

ii) Si F' es sobre — g es sobre.

Entonces:
R ¢ Endl(M)
R/Ang(M)
donde v es homo de anillos con 1. Ademads ) es inyectiva. |

Ejercicio 1.3(d) Del inciso anterior, ¥ es inyectiva. Por lo tanto M es fiel como
R/Ang(M)-médulo izquierdo. O

Ejercicio 1.4(a) Suponemos que f es mono. Entonces f es inyectiva.

Por demostrar: Ang(N) C Ang(M).

Sear € Angr(N) entonces 7 - n =,Vn € N. Seam € M, por demostrar:
r-m=0.

Como f(m) € N, entonces:

0=r-f(m)= f(r-m) porser f un R-homomorfismo.

c.r-m € kerf ={0} pues f esinyectiva
sr-m=20
0J

Ejercicio 1.4(b) Si f es epimorfismo entonces f es suprayectiva.
Sea r € Ang(M), por lo tanto r - m = 0,Vm € M. Sea, ademds, n € N. Por
demostrar:
r-n=0,Vn€eN
Como f es sobre, Im € M tal que f(m) =n

soren=r-f(m)= f(r-m)=f0) 0

N

f homo

>
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O

Ejercicio 1.5(a) Seax € ker(f|k), esdecir,z € Ky f|x(x) = 0, pero esto ultimo sig-
nifica que f(z) = 0, por lo que x € K N kerf = {0} lo que prueba que
ker(f|x) = {0}. O

Ejercicio 1.5(b) Sean € N, ya que f es epimorfismo, entonces existe m € M tal que
fim) =nyyaque K + kerf = M, entonces m = k+xconk € Kyax € kerf,
pero entonces:

n=f(m)=f(k+z)=fk)+ f(z) = f(k) +0=f(k) = flx(k)
lo que prueba que f|x es epimorfismo. ]

Ejercicio 1.6. “=" Suponemos que M es simple.
Como M # {0}, entonces a € M para alguna a # 0. Consideramos el (a) # 0. Al ser

M simple, entonces:
(a) = M

“«<" Suponemos que N es submédulo de M.
Si N = {0} termina la prueba. Suponemos que N # {0}.
Seaa # 0,a € N y consideramos (a), entonces:

(a) CN C M = (a)
SN=M
.. M es simple.

Ejercicio 1.7. (i) = (ii) Suponemos que M es simpey f : M — N, f # 0.
Por demostrar: f es monomorfismo.
Como Kerf < M y M es simple, entonces:

Kerf={0} o Kerf =M
Si Kerf = M, entonces Vim € M, f(m) =0
.. f =0 lo cual es una contradiccion.
o Kerf ={0}
.. [ es monomorfismo.

(17) = (i) Sea L < M. Por demostrar: L = {0} o L = M.
Sea 7 la proyeccion canénica w : M — M/ L. Por hipétesis 7 = 0 0 7 es monomor-
fismo, es decir:

Kermr=M o Kerr={0}
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L=M o L={0}

(i) = (i4i) Suponemos que M es simple y sea f : N — M, f # 0. Por demostar: f
es epimorfismo, es decir I'mf = M. Sabemos que Imf < M y M es simple.

SAmf={0} o Imf=M

Si Imf = {0}, entonces Vn € N, f(n) = 0. Por lo tanto f = 0 lo que es una
contradiccion.
S Amf =M

(791) = (¢) Sea L < M. Por demostrar: M es simple, es decir L = {0} o L = M.
Seat: L — M lainclusion.

o2 =0 o 1esepimorfismo

Pero I'mi = L
. L={0} o L=N

<

Ejercicio 1.8. Seaw : M — M /N la proyeccion candnica. Sabemos que 7 es epimor-
fismo y Kerm = N. Por el Teorema de la Correspondencia hay una biyeccion:

A={L:N<L<M}+—{L:L<M/N}=B

~JAl=2 & |B|=2

Es decir:
N es maximal < M /N es simple.
<
Ejercicio 1.9. Ya que M es finitamente generado entonces existen z1,...,T, € M
tales que:
M=K+ Rz +---+ Rz,
y por el Principio del Buen Orden podemos suponer que (z1, .. ., x;) es la sucesion de

longitud minima tal que se cumple la igualdad anterior. Por lo tanto, si definimos:
L=K+ Rxs+---+ Rz,
entonces L < M con L # M. Ahora sea,
P={N|N<M,N#MyLCN}

Yaque L € P, entonces P # () y ademds observamos que si L < N < M, entonces
N € Psiysolosiz; & N.
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Ahora ordenamos parcialmente a P con la contencion de conjuntos y tomamos una
cadena no vacia C de P, y sea N = | JC; afirmamos que N es una cota superior en P
de la cadena C.

Primero vemos que N < M para lo cual tomamos =,y € IV, de donde existen IV,
y Ny enC talesque x € N,y y € Ny, pero como C es una cadena, podemos suponer
que N, C Ny y de aqui que z,y € N, de donde x +y € N, C N. Por otro lado si
x € N, entonces x € N, y de aqui que rz € N, C N para todo r € R. Finalmente,
como C # (), entonces es claro que N # (). Con todo esto queda probado que N es un
submddulo de M.

Debido a la definicion de NV es claro que 7' < N para todo T' € C y ademds, como
cadaT' € C cumple que T' € P, entonces también es claro que L < N.

Asi, solamente nos resta probar que N # M, pero esto es claro yaque L < Ny
1 ¢ N.

Por lo tanto, por el Lema de Zorn se sigue que P tiene elementos maximales, asi
que elegimos uno de ellos y le llamamos N. Ya que N € P, entonces K < L < N
de donde K < N; por otro lado, si N < N’ con N’ # M, entonces x1 ¢ N’ lo que
implica que N’ € Py por la maximalidad de N se sigue que N = N’ con lo cual queda
probado que N es un submddulo maximal de M y contiene a K.

Para la parte final vemos que como por hipétesis M # {0}, entonces podemos
elegir K = {0} y de aqui se sigue la conclusién. <

Ejercicio 1.10. “=" Suponemos rp M es ciclico.
"M=(x)=R, (x €M)
Sea f: R— Mtalque: f(r)=r-z

i) f es R-homomorfismo:
fr1+72) = (r1 +r2)z =riz+rox = f(r1) + f(r2)
f(r1-r2) = (r1-ro)z =ri(rez) = r1f(r2)

ii) f es suprayectiva:
Sim € M entonces:
m=r-x=f(r)

Por el Primer Teorema de Isomorfismo:

R/ Kerf~M
1

“«<" Suponemos que M ~ R/I para I <p R. Basta demostrar que R/I es ciclico.

R/I={r+1:recR}
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={r(1+1I):r€ R}
= (1 + I) es ciclico.
<

Ejercicio 1.11. “=" Si M es simple entonces, por el ejercicio 4, M es ciclico. Ademas,
por el ejercicio 7:
M=~Z/,Z

Como M es simple, en el ejercicio 6 vimos que ,,Z debe ser maximal de Z, donde n = p
es primo.
S M=xZ/,L =Ly

66@”
M~Z,~7Z/)Z

Por ser p primo, pZ es maximal en Z y por el ejercicio 6:

M =~ Z/,Z es simple.

Ejercicio 2.12. Sea:

7—"~Q—=R
g

donde f y g son homomorfismos de anillos con 1.
Supongamos que fi = gi. Como fi : Z — R, gi : Z — R entonces f(n) = g(n),
Vn € Z

Por otro lado,

Y andlogamente
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Como f(n) = g(n) entonces:

.". ¢ es epimorfismo.
Ahora supongamos que « : A — B es inyectiva y supongamos que existen S : C' — A,
~v:C — Atal que aff = ay

s Vz € C, a(f(x)) = a(y(x))

Como « es inyectiva; entonces:
B(x) =(x), Vz € C

S B=y
.". & es monomorfismo.

Como ¢ es inyectiva, entonces ¢ es monomorfismo y por lo tanto ¢ es bimorfismo. Como
17 no es sobre, entonces ¢ no es isomorfismo. |

Ejercicio 2.13. Sean g : K — Alainclusiony h : K — A el homomorfismo nulo, tal
que:

f(g(@)) = e = f(h(z)),Vz
S fg=fh
Por otro lado, como f no es inyectiva, entonces K = kerf # {e}.
Seax € K,z # ey tenemos que: g(z) =z y h(z) =e.
o g(x) # h(x),Vz # e

SgFh

El argumento falla pues f(1) = 1 y porlotanto 1 ¢ K = Kerf.
.". K no es un objeto en la categoria de anillos con 1.
.". g no es morfismo de la categoria. <

Ejercicio 2.14. Sea f : A — B monomorfismo. Tenemos el siguiente diagrama:
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O—0>A*f>B

v,
30 T]

L
Sabemos que f0 = 0y suponemos que 35 : L — A tal que fj = 0.

~fj=0=f0

Como f es mono, entonces j = 0y por lo tanto el tridngulo conmuta.
Por lo tanto 0 : 0 — A es nticleo de f.
Ahora, sea f : A — B epimorfismo. Tenemos el siguiente diagrama:

K

Y. Jg=0
§

f 0

A——B ——

Suponemos que 45 : B — K tal que jf = 0. Sabemos que 0f = 0y como 0 es objeto
inicial, entonces 3!0: 0 — K.

if=0f = j=0

.0 : B — 0es contcleo de f.
<

Ejercicio 2.15. (i) = (ii) Supdngase que A es objeto cero. Como A es objeto inicial,
entonces existe un tnico A — A, de modo que debe ser 14.
Como ( tiene objeto cero, entonces 30 : A — A.

.14 =0.

(17) = () Supdngase que 14 es morfismo cero.
Por demostrar: A es objeto inicial y terminal:

A4 A—>C

0

Como 1 4 es morfismo cero derecho, entonces:
a-14=0-14.
a=0.
Por lo tanto, 3'4 — C
.. A es objeto inicial.
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Ahora, considerando el siguiente diagrama:

0
C—=A-A 4

B

1a-0=14-8
S.0=2
Por dualidad A es objeto terminal,
.. A es objeto terminal.
.". A es objeto cero.

(1) = (i4i) Por ser 0 objeto cero de ¢ entonces I'A — 0.

Sean
CU 0
B A——0
B
con 0 -« = 0- 8. Por demostrar: o = 5.
Sea
B—>A .4
B
Como 1 4 es morfismo cero izquierdo, entonces:
lara=14-8
La=f

(#91) = (i7) Supdngase que
34-2.0 - monomor fismo.

Sean
1a
A—ZA-"250
Tenemos que:
0-1,=0-0
Como 0 es monomorfismo, entonces 1 4 = 0 es morfismo cero.
Ademds, por dualidad, (i7) < (iv)

Ejercicio 2.16. Tenemos el siguiente diagrama:
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Sea x € Al, entonces a(z) € A” y como 6 es epimorfismo, entonces Ja € A tal
que:
0(a) = a(x) = Oe(x)

s.a—e(x) € Kerf = ImA

-, 3z € Aj tal que:
a—e(x) = A2)

(@) = y(e(@)) = v(A(2))

Donde y(e(x)) = 0 por ser exacta.

Aplicandole g:
0(a) = g(v(a)) = g(6(2)) = 0A(z) = 0
sa(r) =0, Vo € A
ca=0

Anélogamente 3.
Falta demostrar que f es isomorfismo.
Sea z € A tal que f(z) = 0. Por demostrar z = 0.

S A2)=¢€¢(f(2)) =€0)=0

Como A es mono (por ser exacta), entonces z = 0.

. Kerf ={0}
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.. [ es inyectiva.
Para que f sea isomorfismo, falta probar que f es sobre. Sea z € A):

2.0=a(z) =0(e(z))
. €(z) € Kerf = Im\
Por lo tanto 3 z € A tal que €(z) = A\(2) = e(f(2)).

.z — f(2) € Kere
Pero € es inyectiva, es decir Kere = {0}

wx = f(2)

.. fes sobre.
.. f es isomorfismo.
Por dualidad g es isomorfismo. <

Ejercicio 2.17. “=-" Suponemos que es exacta.
S Amf = Kerg

Ve eL, f(x) € Imf = Kerg

Es decir, g(f(z)) = 0,V y por lo tanto g f = 0.
Por el inciso uno del Teorema del Factor, ¢ es monomorfismo.
“ <7 Suponemos que gf = 0, entonces Vx € L, ¢g(f(x)) =0.
Lo que implica que:
f(z) € Kerg,Vx € L

s Imf C Kerg

Ahora tomemos un elemento del nicleo y veamos que si estd en la imagen.
Por hipétesis, ¢ es monomorfismo. Pero ¢(m + Imf) = g(m).

s.mée Kerg = g(m)=0
= ¢(m+Imf)=0
= m+Imf=0=Imf
= melmf
. Kerg C Imf
s Amf = Kerg

.. La sucesion es exacta. <
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Ejercicio 3.18(a) Para cada j € I definimos f; : A; — M como f; = fi;. Porla
propiedad universal de la suma directa sabemos que existe un tinico R-homomorfismo
Y @ A; — M tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

%

A

Y

/

\ y
fi =

M

Pero claramente ¢ = f y ¢» = 0 hacen que el diagrama conmute, asi que por la unicidad
de v podemos concluir que f = 0. 0J

Ejercicio 3.18(b) Si fi; = gij, Vj € I, entonces fi; — gi; = 0 o lo que es lo mismo
(f —g)i; =0,Vj € I. Siusamos ahora el inciso (i) ya probado, podemos concluir que
f—g=0,dedonde f = g. OJ

Ejercicio 3.19(a) Para cada j € I definimos f; : M — A; como f; = p;f. Por la
propiedad universal del producto directo sabemos que existe un tinico R-homomorfismo
¥ M — [] A; tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

bj

A

[TA

7
s
k L3

M

Pero claramente ¢» = f y 1» = 0 hacen que el diagrama conmute, asi que por la unicidad
de ¢ podemos concluir que f = 0. O

Ejercicio 3.19(b) Si p; f = pjg, Vj € 1, entonces p; f — p;g = 0 o lo que es lo mismo
pi(f —g) =0,Vj € I. Si usamos ahora el inciso (i) ya probado, podemos concluir que
f—g=0,dedonde f = g. O

Ejercicio 3.20(a) (i) Por la propiedad universal del producto directo, sabemos que existe
un unico R-homomorfismo f : M — [[ M, tal que pof = fa,Va € I, donde p, :
[[ M, — M, son las proyecciones canéninas. De esta igualdad se sigue que Vo € M
se cumple que f(z) = (fa(x)),er Y de aqui que f(z) = (0) siy sélo si fo(z) =
0,Va € I lo que demuestra que ker f = () ker f,. OJ

Ejercicio 3.20(b) Ya que M, < M, entonces para cada o € I podemos definir las
proyecciones m,, : M — M /M, donde sabemos que ker m, = M,. Si ahora usamos
el resultado del inciso (i) de este ejercicio, tenemos que existe un R-homomorfismo
f:M — [[ M/M, tal que ker f = (\kerm, = (| M, = {0} lo que implica que f es
monomorfismo, es decir, M — [[ M /M,,. O
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Ejercicio 3.21(a) (i) Por la propiedad universal de la suma directa, sabemos que ex-
iste un dnico R-homomorfismo f : @ M, — M tal que fin, = fa,Va € I, donde
ia @ M, — € M, son las inclusiones candnicas. De aqui se sigue que un ele-
mento tipico de Imf es de la forma z = f ((mg)) con (my) € @ M,, y de aqui que
z = f(lay(May) + -+ +ia,(Ma,)) = far(May) + -+ + fa, (Mq, ) 1o que demuestra
que Imf => Imf,. O

Ejercicio 3.21(b) (ii) Ya que M, < M,Va € I, podemos definir las inclusiones nat-
urales j, : M, — M donde sabemos que Imj, = M,. Si ahora usamos el inciso
(i) de este ejercicio sabemos que existe un R-homomorfismo f : @ M, — M tal
que Imf = > Imj, = >, M, y de aqui es claro que podemos correstringir f a un
R-epimorfismo f : @ M, — > M,. O

Ejercicio 3.22. Ya que el limite directo es un cociente de una suma directa, entonces,
por dualizacién, el limite inverso debera ser un submaédulo de un producto directo. En
efecto, sea

A={(a) € [ F | ai = ! (ay), sii < j}

y afirmamos que A es el limite inverso del sistema inverso (F;, @Z)g ).

Es fécil verificar que A es un R-submédulo de [ F;. Ahora definimos los R-
homomorfismos «; : A — F; como la restriccion «; = p;| 4 de la proyeccion candnica.
Tenemos entonces que para todo (a;) € [[ F; e i < j se cumple que:

Wlog ((a:) = ¥l (a;) = a; = 0 ((a:))

lo que implica que ¢Zj aj = a; st <.

Ahora supongamos que existe X y R-homomorfismos f; : X — Fj tales que
ZZ)Z f; = fi siempre que 7 < j. Por la propiedad universal del producto directo sabemos
que existe un Gnico R-homomorfismo ¢ : X — [ F; tal que p;¢ = f;, Vi y afirmamos
que Im¢ C A. En efecto, para cada x € X si ¢(z) = (a;), y tomamos ¢ < j, entonces:

¥l(a;) = ¥ip; ((a:)) = ¥ip;id(x) = ¥] f;(z) = fi(z) = pig(z) = as

lo que implica que ¢(x) € A para todo x € X.
Por lo tanto, podemos correstringir ¢ : X — A y entonces tenemos que para cada
x € X se cumple que:

aip(x) = pip(x) = fi(x)

lo que significa que «;¢ = f; tal como queriamos probar.

Finalmente, suponiendo que exista otro R-homomorfismo ¢’ : X — A tal que
;¢ = f;,Vi, entonces sea 1 : A — [] F; y tenemos que para cada x € X se cumple
que:

pitd’(x) = ;¢ (x) = fi(x)
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lo que implica que p;t¢’ = f;, Vi y por la unicidad de ¢ se sigue que 1’ = ¢ pero esto
significa que para cada x € X, ¢/(z) = ¢(x), es decir ¢’ = ¢ probando asf la unicidad
de ¢.

Por todo lo anterior hemos probado que (A, a;) es el limite inverso de (F},¢). <

Ejercicio 3.23. En primer lugar probamos que D es un R-médulo izquierdo:

(i) Si (b1, c1), (b2, c2) € D, entonces f(b1) = g(c1) y f(b2) = g(cz) lo que implica
que:

f(b1+b2) = f(b1) + f(b2) = g(c1) + g(e2) = gle1 + ca)
y de aqui que (b1, c1) + (b2, c2) = (b1 + b2, c1 + c2) € D.

(ii) Si(b,c) € Dyr € R, entonces f(b) = g(c) lo que implica que:
f(rb) =rf(b) =rg(c) = g(re)
y de aqui que 7 (b, ¢) = (rb,rc) € D.
Ahora probemos que el siguiente cuadrado es conmutativo:

D—==C
|k
B——A

f

En efecto, tenemos que:
(g9a)(b, ¢) = g(a(b, c)) = g(c) = f(b) = f(B(b,c)) = (fB)(b, )

y de aqui que gae = ff.
Suponiendo ahora que existen R-homomorfismos o’ : X — C'y ' : X — B tales
que el cuadrado externo conmuta:

X/\a
D—2-C
ﬂ/ 6 g

B——=A
f

entonces por la propiedad universal del producto directo, existe un tinico R-homomorfismo
0: X — B® Ctal quesi #(z) = (b, c), entonces:

b=pi(z) = B'(x)
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c=pof(x) = ()

pero entonces tenemos que:

lo que demuestra que 6(z) = (b,c) € D, es decir, podemos correstringir el homomor-
fismof : X — D.
Ademas las siguientes igualdades:

(af)(2) = a(8(z)) = c = o/ (z)
(80)(z) = B(6(x)) = b= p'(z)

demuestran que o) = o’ y 30 = 3.
De esta forma hemos probado que existe un R-homomorfismo 6 : X — D tal que
el siguiente diagrama conmuta:

D—%s(C

B ig

B——s A
f

ﬁ/

Finalmente, supongamos que existe otro R-homomorfismo ¢ : X — D tal que
af =d'ypd =p' ysear: D — B C lainclusion natural. Tenemos entonces que
si 0'(x) = (b, ¢), entonces se cumplen las siguientes igualdades:

[p1(e0)](x) = p1(0(2)) = b= pO'(z) = §'(x)

[p2(0)](x) = p2(¢'(2)) = ¢ = b (z) = o/ (x)

Asi que por la unicidad de 6 : X — B & C, se sigue que 8’ = 6, lo que implica
que 0'(z) = 0(z),Vz € X oseaque ' = 0.
Todo lo anterior demuestra que { D, a, 5} es el pullback de { f, g}. <

Ejercicio 3.24. Primero suponemos que g es monomorfismo y probamos que [ es
monomorfismo: sea (b,c) € D tal que 3(b,c) = 0, es decir, b = 0. Ahora bien,
tenemos que:

0= f(0) = F(B(b,c)) = f(b)
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y como (b,c¢) € D, entonces f(b) = g(c), es decir, g(c) = 0y ya que g es monomor-
fismo, entonces se sigue que ¢ = 0. En conclusion, (b, ¢) = (0, 0) lo que demuestra que
[ es monomorfismo.

Ahora suponemos que g es epimorfismo y probamos que 3 es epimorfismo: sea
b € B de donde f(b) € Ay como g es epimorfismo, entonces existe ¢ € C' tal que
f(b) = g(c), pero esto implica que (b,c) € Dy como [(b,c) = b entonces hemos
probado que ( es epimorfismo. <

Ejercicio 3.25. Sea ¢ : ker f — B la inclusion natural, y sabemos que fi = 0 lo que
implica que el siguiente cuadrado es conmutativo:

ker f ——=0

| I

B——A
!

Ahora suponemos que existen R-homomorfismos o : X — 0 (por lo tanto, o« = 0)
y B : X — Btalque f8 = 0a = 0; por lo tanto, por la propiedad universal del nicleo,
sabemos que existe un unico R-homomorfismo ¢ : X — ker f tal que el siguiente
diagrama conmuta:

kerf?B?A

Y ya que claramente 0¢p = «, entonces hemos probado que el siguiente diagrama
es conmutativo:

X
A=
N

N
ker f ——=0
B zi lo
B——A

f
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Ejercicio 3.26. Si completamos el diagrama,

A*f>B
gl iﬂ'
0—2>X

Donde (X, ) es el cokerf. Entonces 7f = 0y paratodan’ : B — X', sin’f =0,
entonces existe un tnico ¢ : X — X’ tal que ¢om = 7.

Es obvio que Og = 7 f = 0, supongamos ahora que existen

i:B— X
j:0— X'
Tendriamos el siguiente diagrama
A *f>

!

donde podemos ver que, if = jg, entonces ¢f = 0, por lo tanto, por la propiedad
universal del coker, existe un dnico ¢ : X — X' tal que ¢ = i, es decir, (X, m,0) es
el pushout del sistema directo. <

Ejercicio 4.27(a) (i) Tenemos que s f es un R-homomorfismo de R-mdédulos izquierdos,
ya que para todo r € R se cumple que:

(sf)(ra) = f((ra)s) = f(r(as)) = rf(as) = r(sf)(a)

Ahora probamos que s1(s2f) = (s152)f; en efecto tenemos que para todo a € A
se cumple que:

(s1(s2f))(a) = (s2f)(as1) = f((as1)s2) = f(a(s152)) = ((s152))(a)
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A continuacién probamos que (s1 + $2) f = s1f + s2f; en efecto, paracadaa € A
tenemos que:

((s1+s2)f)(a) = f(a(s1 + s2)) = f(as1 +asz) = f(as1) + f(as2)
= (s1f)(a) + (s2f)(a) = (s1.f + s2f)(a)

Ahora vemos que s(f1 + f2) = sf1 + sfa; en efecto tenemos que para todo a € A
se cumple que:

(s(fr + f2))(a) = (fr + f2)(as) = fi(as) + fa(as) = (sf1)(a) + (sf2)(a)
= (Sfl T sz)(a)

Finalmente probamos que para 1 € S se tiene que (1f) = f; en efecto, para cada
a € A se cumple que:

(1f)(a) = fla-1) = f(a)
Todo lo anterior prueba que Homp(A, B) es un S-médulo izquierdo. O

Ejercicio 4.27(b) (ii) Tenemos que fr es un S-homomorfismo de S-médulos derechos,
ya que para todo s € S se cumple que:

(fr)(as) = f(r(as)) = f((ra)s) = f(ra)s = ((fr)(a))s

Ahora probamos que (fri)re = f(ri1r2); en efecto, tenemos que para todo a € A
se cumple que:

((fri)r2)(a) = (fr1)(r2a) = f(ri(r2a)) = f((rir2)a) = (f(r172))(a)

A continuacién probamos que f(r; +172) = fr1 + fra; en efecto tenemos que para
todo a € A se cumple que:

(f(r1+12))(a) = f((r1 +r2)a) = f(ria +r2a) = f(r1a) + f(r2a)
= (fr1)(a) + (fr2)(a) = (fr1 + fra)(a)

Ahora vemos que (f1 + fo)r = fir + for; en efecto, tenemos que para todo a € A
se cumple que:

(fr+ f2)r)(a) = (f1 + f2)(ra) = fi(ra) + fa(ra)
= (fir)(a) + (for)(a) = (fir + for)(a)

Finalmente probamos que para 1 € R se cumple que f - 1 = f; en efecto, tenemos
que para cada a € A se cumple que:

(f-D(a) = f(1-a) = f(a)
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Todo lo anterior demuestra que Homg(A, B) es un R-médulo derecho. 0J

Ejercicio 4.27(c) (iii) Tenemos que s f es un R-homomorfismo de R-mddulos derechos,
ya que para todo € R se cumple que:

(sf)(ar) = s(f(ar)) = s(f(a)r) = (sf(a))r = ((sf)(a))r

Ahora probamos que s1(s2f) = (s152)f; en efecto tenemos que para todo a € A
se cumple que:

(s1(s2f))(a) = s1((s2f)(a)) = s1(s2(f(a))) = (s152)(f(a)) = ((s152)f)(a)

A continuacién probamos que (s1 + $2) f = s1f + s2f; en efecto, paracadaa € A
tenemos que:

((s1 4 s2)f)(a) = (s1 + 52)(f(a)) = s1(f(a)) + s2(f(a))
= (s1f)(a) + (s2f)(a) = (s1.f + s2f)(a)

Ahora vemos que s(f1 + f2) = sfi + sfo; en efecto tenemos que para todo a € A
se cumple que:

(s(f1 + f2))(a) = s((fr + f2)(a)) = s(f1(a) + fa(a)) = s(fi(a)) + s(f2(a))
= (sf1)(a) + (sf2)(a) = (sf1 + sf2)(a)

Finalmente probamos que para 1 € S se tiene que (1f) = f; en efecto, para cada
a € A se cumple que:

(1f)(a) = 1(f(a)) = f(a)
Todo lo anterior prueba que Hompg (A, B) es un S-médulo izquierdo. 0J

Ejercicio 4.27(d) (iv) Tenemos que fr es un S-homomorfismo de S-mddulos izquierdos,
ya que para todo s € S se cumple que:

(fr)(sa) = (f(sa))r = (sf(a))r = s(f(a)r) = s((fr)(a))

Ahora probamos que (fri)re = f(ri1r2); en efecto, tenemos que para todo a € A
se cumple que:

((fri)r2)(a) = ((f(r1)(a))r2 = (f(a)r1)rz = (f(a))(rir2) = (f(r172))(a)

A continuacién probamos que f(r; +12) = fr1 + fra; en efecto tenemos que para
todo a € A se cumple que:

(f(r1+12))(a) = fla)(r1 +12) = fla)r1 + fla)r2
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= (fr1)(a) + (fr2)(a) = (fr1 + fr2)(a)
Ahora vemos que (f1 + fo)r = fir + for; en efecto, tenemos que para todo a € A
se cumple que:

((f1 + f2)r)(a) = (f1 + f2)(a)r = (fi(a) + fa(a))r
= fila)r + fa(a)r = (fir)(a) + (for)(a) = (fir + far)(a)

Finalmente probamos que para 1 € R se cumple que f - 1 = f; en efecto, tenemos
que para cada a € A se cumple que:

(f-D(a) = f(a) - 1= f(a)

Todo lo anterior demuestra que Homg(A, B) es un R-mddulo derecho. OJ

Ejercicio 4.28. En vista de que 12 es un R-R-bimddulo, sabemos por el ejercicio anterior
que Homp(R, B) es un R-médulo izquierdo bajo la operacién (rf)(r') = f(r'r).

Sea ¢ : Homp(R, B) — B dado por ¢(f) = f(1), y veamos primero que ¢ es un
R-homomorfismo de R-mdédulos izquierdos. En efecto, por un lado tenemos que:

o(f1+ f2) = (i + f2)(1) = f1(1) + f2(1) = ¢(f1) + &(f2)
y por otro lado también se cumple que:
o(rf) = (rf)A) = f(L-r) = f(r) = rf(1) = ré(f)
Ahora probamos que ¢ es inyectiva: en efecto, si ¢(f) = 0, entonces f(1) = 0 lo
que implica que f(r) =rf(1) =7-0=0,Vr € Rde donde f = 0.
Finalmente vemos que ¢ es suprayectiva: en efecto, dado b € B definimos f : R —
B tal que f(r) = rby lo primero que vemos es que f € Hompg(R, B):

(i) f(r1+r2) = (r1+72)b =710+ 120 = f(r1) + f(r2).

@) f(rr") = (rr")b =r(r'b) = rf(r').
Pero entonces tenemos que ¢(f) = f(1) =1-b=b.
Todo lo anterior demuestra que ¢ es un R-isomorfismo de R-mdédulos izquierdos.
El caso para cuando B es un R-médulo derecho es similar. <

Ejercicio 4.29. Basta probar que z ® y = 0, Vx € Q, Vy € Q/Z.
En efecto:

qn
— m p
= fo(4(5)+2)
= »®(@+7Z)
= %@?
= #®0

0

m b — gm b
n®<q+z) - ®(q+z)
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<

Ejercicio 4.30. Ya que M es un grupo abeliano de torsidn, sabemos que si x € M,
entonces existe n > 0 tal que nz = 0: por lo tanto tenemos que para cada y € Q se
cumple que:

=0

ac®y:av®%:mc®g:0®g
n n n

lo que demuestra que M ®z Q = 0. <

Ejercicio 4.31. Consideremos la sucesion exacta:
0—7Z—Q
Si aplicamos el funtor Z,, ®7 _ tenemos que la sucesién :
0 —>2Z,8272 — Zn, @7 Q

no puede ser exacta, ya que por un lado sabemos que Z,, ®z Z ~ Z, y por otro lado,
por el ejercicio anterior se tiene que Z, ®z Q = 0.

Por lo tanto hemos probado que el funtor Z,, ®z _ no es exacto izquierdo y por lo
tanto, no es exacto. |

Ejercicio 4.32. Primero observamos que ya que R es anillo conmutativo, entonces A y
B son R-R-bimédulos y por lo tanto AQr By B&Qpr A son R-mddulos bajo la operacién
r(a®b) = (ra) ®b=a® (rb) y lo mismo con B ®p A.

Ahora definimos la funcién f : Ax B — B®pr Atal que f(a,b) = b®a. Entonces
f es R-biaditiva ya que:

@) fla+bc)=c@(a+b)=(c®a)+(c®b) = f(a,c) + f(bo).
(i) fla,b+c)=(b+c)®a=(b®a)+(c®a)=f(a,b)+ f(a,0).
(iii) f(ra,b) =b® (ra) = (rb) ® a = f(a,rb).

Por lo tanto, por la propiedad universal del producto tensorial, sabemos que existe
un homomorfismo de grupos abelianos 7 : AQr B — Br Atalque 7(a®b) = bR®a.
Pero de hecho 7 es un R-homomorfismo ya que para todo r € R se cumple que:

T(r(a®b)) =7((ra) ®b) =b® (ra) =r(b®a) =rr(a®b)

Andlogamente existe un R-homomorfismo o : BOrA — A®QgB tal que o (b®a) =
a ® by claramente 7 y o son R-homomorfismos inversos uno del otro, por lo que son
R-isomorfismos, lo que demuestra que A g B ~ B ®p A como R-mddulos. <
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Ejercicio 4.33(a) (i) Sea f : R/I — M/IM tal que f(r +I,m) = rm+ IM y lo
primero que vemos es que f estd bien definida, ya que sir + I = I, entoncesr € Iy
de aqui que rm € I M, de donde rm + IM = IM.
Ahora probamos que f es una funcién R-biaditiva:
() f(r+1I,mi+mg2) =r(mi +ma)+IM = (rmy + IM) + (rmg + IM)
= f(r+1,my)+ f(r+1,ms2).
) f((ri+1D)+(ro+1),m)=f(ri+ro+I,m)=(r1 +ro)m+IM
= (rim+IM)+ (ram + IM)
= f(ri+1I,m)+ f(ra +1,m).
(i) f((r+Dr',m) = f(rr' +I,m) = (rr')ym + IM = r(r'm) + IM
= f(r+1,r"m).

Por lo tanto, por la propiedad universal del producto tensorial, sabemos que existe
un tnico Z-homomorfismo ¢ : R/I ® g M — M /IM tal que:

o((r+I)@m)=rm+IM

Ahora definimos ¢ : M /IM — R/I @ M talque py(m+IM)=(1+1)@my
lo primero que vemos es que 1 estd bien definida, ya que si m + IM = I M, entonces
m € IM,esdecirm =) i;mjconi; € ['ym; € My deaqui que:

A+Dem=01+D® im)=> 1+ ®im;=Y (i;+I)@m;=0

Ahora vemos que i es homomorfismo de grupos:
”L/J((ml +IM) + (Tng +IM)) = 1/)((7711 +m2) +IM) = (1 +I) & (m1 +m2)
=(1+DHem+(1+1)®ms
= 1/)(?711 + IM) +’l/1(m2 + IM)
Finalmente, para concluir con la prueba de este inciso, solamente nos falta de-
mostrar que ¢ y v son la inversa una de la otra. En efecto, tenemos que ambas com-
posiciones son la identidad correspondiente:

G sp(m+IM)=¢((1+1)@m)=1-m+IM =m+IM.
() Yvo((r+I®m)=¢(m+IM)=1+1)@rm=(1+1)rem= (r+1)Qm.

Por lo tanto ¢ (y ) es un Z-isomorfismo. 0]

Ejercicio 4.33(b) (ii) Si tomamos M = R/L y aplicamos el inciso anterior, tenemos

que:
R/I®g R/L ~ R/I(R/L)

Pero es muy fécil verificar la igualdad:

I(R/L) = (I + L)/L)
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Asi que sustituyendo tenemos que:
R/I®r R/L~(R/L)/((I+L)/L)~R/(I+L)

O

Ejercicio 4.33(c) (iii) Sabemos que si d = (m, n), entonces mZ + nZ = dZ. Asi que si
aplicamos el resultado del inciso anterior tenemos la siguiente cadema de isomorfismos:

Ly @7, Ly, =~ (Z/MZ) @7z (Z/nZ) ~Z] (ML +nZ) ~Z/dZ ~ Zq

O

Ejercicio 5.34. Por el teorema 5.5, sabemos que existe un médulo libre Fy y una

sucesion exacta
0 So Fy—>M 0

De la misma forma, existe un modulo libre F y una sucesién exacta

0 S1 Iy So 0

y por un argumento inductivo, existe un médulo libre F;, y una sucesion exacta

Ahora juntamos todas estas sucesiones en el siguiente diagrama:

d s M 0

Fs 3 Fy da F d1 F
So S1 So
0 0 0 0
donde los R-homomorfismos d,, son precisamente las composiciones indicadas en el
diagrama.

Ahora bien, por un lado tenemos que ker d,, = S, y por otro lado, Imd,, = S,,—1
lo que prueba que Imd,,+1 = ker d,, es decir, el rengl6n superior del diagrama anterior

es exacto.
Por lo tanto M tiene una resolucion libre. <

Ejercicio 5.35. Primero notamos que la estructura de R/I-médulo de P/IP esta dada

como sigue:
(r+I)(z+IP)=rxz+1IP
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la cual estd bien definida yaque sir € I 'y x € P, entonces rx € IP.

Ahora bien, como rP es proyectivo, se sigue por el Teorema de las Bases Proyec-
tivas (teorema 5.10), que existe un subconjunto {x}rex C P y R-homomorfismos
{¢r : P — R}rek tales que:

(i) Siz € P, entonces ¢ (x) = 0 para casi todo k € K.

(ii) Six € P, entonces x = Z ok (x) )
keK

Por lo tanto, por un lado tenemos que {zj + I P}rex C P/IP y por otro lado, si
consideramos la proyeccién canénica 7 : R — R/I, entonces m¢y, : P — R/I son
R-homomorfismos tales que si A € I'y x € P, entonces ¢r(Ax) = Apg(x) € I lo
que implica que 7o (Ax) = 0, es decir, IP C ker(m¢y) y por el Teorema del Factor
sabemos que existe un R-homomorfismo ¢, : P/IP — R/I tal que ¢,p = 7y, donde
p: P — P/IP es la proyeccién canénica.

Por lo tanto, ¢y (x+IP) = ¢y (z)+1, (x € P)y de aqui se sigue que ¢, es también
un R/I-homomorfismo ya que:

& ((r+ I)(w + IP)) = ¢p(ra+IP) = ¢p(ra)+1 = ry(x)+I = (r+I)(¢p(x)+1)

_ Enresumen, tenemos un subconjunto {zx+IP}rex C P/IPy R/I-homomorfismos
{¢, : P/IP — R/I}ieck tales que:

(@) ¢p(z+ IP) = ¢p(x)+ I = 0 para casi todo k € K (ya que ¢x(x) = 0 para casi
todo k € K).

(b) Six € P, entonces:

> G@+IP) (@ +IP) = (¢p(x)+I)(zp+IP) =Y (¢p(z)ax+IP)

keK keK keK

= () ¢r(@)zy) + IP =z +IP
keK

Por lo tanto, por el Teorema de las Bases Proyectivas se sigue que P/IP es R/I-
modulo proyectivo. <

Ejercicio 5.36. Por el teorema 5.8 se sigue que como P y Q son R-médulos proyectivos,
entonces existen R-médulos P’y Q' tales que P & P’ = yQ® Q' = RY). Por
lo tanto:

(PaP)or(Q®Q)=R% gz RY)
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Ahora bien, ya que el producto tensorial preserva sumas directas en ambas compo-
nentes, tenemos por un lado que:

(PoP)Rr(QoQ)~(PaQ)r (PoQ)®r (P9 Q)®r (P ®Q)

y por otro lado:
)
RX) @p RY) ~ ( RX) @ R)

Si aplicamos el teorema 4.8 sabemos que RX) @ R ~ RXX) de donde:

<R(X) Or R) ) o <R(X)>(Y)

Finalmente, por el corolario 5.1.1 sabemos que suma directa de libres, es libre, lo
que implica que (R(X )) ) es libre.

En conclusion, hemos probado que P @ () es sumando directo de un libre, 1o que
implica que P ®p () es R-médulo proyectivo (teorema 5.8). <

Ejercicio 5.37. Primero recordamos que ya que S es S-R-bimédulo, entonces S ®p P
tiene estructura de S-moédulo izquierdo. Por otro lado, en vista de que P es un R-médulo
izquierdo proyectivo, entonces sabemos por el teorema 5.8, que existe un R-médulo
izquierdo Q tal que P & Q = R™X). Por lo tanto, usando el hecho de que el producto
tensorial abre sumas directas en ambas componentes, tenemos que:

(S®P)®(S®rQ) ~S®r (P®Q)~S®r RX)

Nuevamente por la proposicion 4.9 tenemos el siguiente isomorfismo de grupos
abelianos:
S ®r R¥X) ~ (S ®r R)(X)

el cual es facil ver que también es isomorfismo de S-mddulos izquierdos.
Finalmente, por el teorema 4.8 tenemos que S ® g R ~ S lo que implica que (S ®p
R)(X ) ~ §(X).
En conclusién, hemos demostrado que S ® g P es sumando directo del S-médulo
libre S 1o que prueba que S @ P es S-médulo izquierdo proyectivo (teorema 5.8).
D |

Ejercicio 5.38. Sea D un dominio y F su campo de cocientes. Sabemos entonces que:

F—{;!x,yeD,y%O}

Para ver que D esta contenido esencialmente en F tenemos que probar que para cada
ze€ F,z#0,existed € Dtalque dz € Dy dz # 0.
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En efecto, si z € F|,, z # 0, entonces z = % con z # 0. Pero entonces tenemos que
si hacemos d = y € D, entonces:
x
dz =1y <> =@
Yy

conx € Dy x # 0, que es lo que queriamos probar.
Por lo tanto D C, F. <

Ejercicio 5.39. Sea D un dominio de ideales principales y F su campo de cocientes.
Sabemos por el ejercicio anterior, que D C. F'. Por lo tanto, de acuerdo al teorema
5.21, para demostrar que F es la cdpsula inyectiva de D, solamente nos resta demostrar
que F es un D-mddulo inyectivo, lo cual, segtn el teorema 5.16, es cierto si y solo si F
es D-médulo divisible.

En efecto, sean % € Fyde D cond # 0, entonces existe j—y € F tal que:

X X
dl =) ==
(dy) y

Por lo tanto, F es D-divisible tal como queriamos demostrar. <
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