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Grupos Kleinianos complejos 
Reporte Final 

 
 
En este proyecto se desarrollaron avances en la descripción de la dinámica de 
los grupos kleinianos complejos. Se ha logrado dar una descripción de los 
distintos tipos de conjunto limite, así como las relaciones que guardan entre 
ellos, para subgrupos de PU(1,n) y grupos de PSL(3,C); así mismo. se mostró la 
imposibilidad de generalizar los teoremas de uniformización en dimensiones 
superiores. 
 
In this project advances were developed in the description of the dynamics of 
complex Kleinian groups. Let has been possible to give a description of the 
different types of limit set, as well as the relationships between them, for 
subgroups of PU(1,n) and groups of PSL(3,C); Likewise. the impossibility of 
generalizing the uniformization theorems in higher dimensions was shown. 
 
Palabras clave: Grupos kleinianos complejos, conjuntos limites, sistemas 
dinámicos 
 
 
Usuarios potenciales (del proyecto de investigación) 
 
Este proyecto es un proyecto de ciencia básica consiste en generar nuevos 
conocimientos en el área de los sistemas dinámicos en particular en el tema de 
los grupos kleinianos complejos, sus usuarios potenciales se encuentran en el 
sector educativo como estudiantes de licenciatura y posgrado en matemáticas, 
investigadores en matemáticas interesados en el área de los sistemas 
dinámicos, así como, científicos interesados en las posibles aplicaciones de los 
sistemas dinámicos en la Física, Economía e Ingeniería. 
 
 
Reconocimientos  
 
Agradecemos el financiamiento otorgado por PAPIIT-UNAM en 2019 para la 
realización del proyecto, las partidas 2020 y 2021 fueron reintegradas por 
motivos de la pandemia de COVID-19. 
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1. Introducción 
 
El estudio de acciones de semigrupos, continuos o discretos, juega un rol central 
en la geometría y los sistemas dinámicos. Este tipo de ideas tiene su origen en 
el trabajo de H. Poincaré hace un siglo, mientras el estudiaba las soluciones de 
ecuaciones diferenciales de orden dos en la esfera de Riemann. Esto lo llevo a 
considerar grupos discretos de transformaciones de Moebius actuando en la 
esfera de Riemann. El estudio de este tipo de grupos y sus generalizaciones ha 
dimensiones superiores y ha otras geometrías, es una área central dentro del 
estudio de la dinámica holomorfa. 
 
En conjunto con varios colaboradores se ha probado un teorema de rigidez para 
grupos Kleinianos de dimensión 2. En términos generales el teorema afirma que 
si una de las componentes conexas de la variedad cociente asociada al grupo 
Kleiniano que actúa en dimensión 2 es compacta, entonces el grupo es 
virtualmente afín o preserva una bola unitaria compleja. La importancia de este 
resultado y sus consecuencias reside en el hecho de que proporciona ideas 
claras de como devén ser los primeros teoremas de estructura para grupos 
kleinianos, véase [CS]. 
 
En el ámbito de varias variables, se ha mostrado que no pueden existir grupos 
de Schottky que actúen en espacios proyectivos de dimensión par (véase [Ca]), 
así mismo, he mostrado que no es posible aspirar a tener un teorema de 
retrosección en dimensiones mayores que 2, también que no es posible tener un 
teorema de uniformización simultanea al estilo Bers en dimensiones mayores 
que 2, véase [CLU1, CLU2]. Estos dos últimos resultados están fuertemente 
basados en la descripción que hemos dado (en conjunto con López, Liu, 
Navarrete y Seade, véase [CNS, CLL]) del conjunto límite en el sentido de 
Kulkarni para grupos hiperbólicos complejos. Adicionalmente hemos mostrado 
que en el caso de varias variables el conjunto límite de Kulkarni, ya no es la 
opción mas adecuada de conjunto limite. 
 
La importancia de estos resultados reside en que muestran que al subir de 
dimensión hay un divorcio completo con la teoría clásica mostrando que los 
grupos Kleinianos complejos son una teoría completamente nueva, véase 
[CLU1, U]. 
 
 

2. Planteamiento 
 
Una vez sentadas las bases generales de la teoría se hace indispensable 
empezar a tener a disposición teoremas de estructura para grupos kleinianos. 
En esta etapa de la investigación es de nuestro interés dar respuesta a las dos 
preguntas siguientes: 
 



4 
 

1.- Donde se acumula la dinámica, ahora desde el punto de vista estadístico. 
Siendo más preciso estamos interesados en la construcción de corrientes que 
generalicen la medida de Patterson-Sullivan. 
 
2.- Dar un invariante que permita distinguir entre las distintas componentes de la 
variedad de representación. Un primer intento de hacer esto, será tratando de 
generalizar el invariante de volumen complejo para el caso de grupos finitamente 
presentados. Como un resultado colateral de la generación de este invariante se 
espera poder mostrar que en caso de grupos kleinianos complejos los teorema 
de finitud de Sullivan y Ahlfors fallen. 
 

2.1 Justificación 
 
En proyectos anteriores se generalizo las técnicas de grupos kleinianos 
complejos a dimensiones superiores, lo que llevo al surgimiento de nuevas 
preguntas y la necesidad de construir nuevos conceptos como es el caso del 
conjunto limite que concentra buena parte de la información de la dinámica, es 
por ello en buena medida que se plantea desarrollar en el presente proyecto 
esta investigación en ciencia básica, los nuevos conocimientos generados 
contribuirán y un mejor entendimiento de la dinámica de los grupos kleinianos 
complejos en dimensiones superiores y su aporte a las posible aplicaciones en 
otras áreas de las matemáticas, física, economía e ingeniería. 
 
 

2.2 Antecedentes 
 
Las líneas de investigación propuesta tienen sus orígenes en los trabajos 1 
dimensionales y en varias variables (véase [CLU1], [CLU2] y [CSN]), siguiendo 
esta línea de ideas con sus respectivas modificaciones y extensiones. 
 
 

3. Objetivos (general y específicos) 
 
Dar teoremas que nos permita entender las estructura del conjunto límite y las 
variedades cociente para grupos kleinianos complejos. 
 

• Agregar líneas al diccionario de Sullivan en dimensión 2. 
• Generar una corriente para grupos en dimensión 2 al estilo Patterson-

Sullivan 
• Generalizar coordenadas de Fenchel-Nielsen en dimensión 2. 
• Dar una caracterización aritmética de los grupos hiperbólicos complejos 

en dimensión 3. 
• Estudiar deformaciones de grupos Kleinianos y como varia el conjunto 

limite. 
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4. Metas 
 
PRIMER AÑO 

1. Tesis de licenciatura 
 
SEGUNDO AÑO 

2. Tesis de licenciatura 
3. Libro de divulgación 
4. Artículo de investigación en revista internacional. 

 
TERCER AÑO 

5. Tesis de maestría 
6. Artículo de investigación en revista internacional. 
7. Reporte técnico 

 
 

5. Plan de trabajo 
 
Este proyecto de investigación es una continuación de mis proyectos anteriores, 
para llevar a buen termino las líneas de investigación propuestas la idea es unir 
esfuerzos con los investigadores que participan en este proyecto, los cuales son 
expertos en areas de la matemática que son piezas necesarias para la solución 
de los problemas planteados. 
 

• De agosto a enero de 2019 realizaré una estancia de insvestigación en el 
Instituto de matemáticas de la UNAM, unidad Cuernavaca donde se 
reunirá parte del equipo de trabajo para avanzar en la investigación y 
compartir ideas sobre los problemas planteados. 

• En julio y agosto de 2020 recibire la visita del Dr. Angel Cano Cordero 
para  

 
6. Instituciones, organismos o empresas de los sectores social, público o        

productivo participantes (Si aplica) 
 
Universidad Autónoma de Ciudad Juárez 
Universidad Nacional Autónoma de México 
Universidad Autónoma de Yucatán 
Instituto de Matemáticas Puras y Aplicadas, Brasil 
 
 

7. Productos generados 
 
Artículos de investigación indexados en JCR 
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1. Exceptional Algebraic Sets for Infinite Discrete Groups of 𝑃𝑆𝐿(3,ℂ). 
Bulletin of the Brazilian Mathematical Society, New Series. June 2020. 

 
Libros de divulgación 

2. Workshop on kleinian groups and related topics, AVANZA IX. June 2020 
https://elibros.uacj.mx/omp/index.php/publicaciones/catalog/book/154 

 
Formación de recursos humanos 

3. Teorema de Gauss-Bonnet Proyecto de titulación de Miguel Rodriguez 
Islas, obteniendo el título de Ingeniero en Física UACJ mayo 2020. 

4. Modelos GARCH. Afectación del SARS-Cov-2 sobre el tipo de 
cambio en México Proyecto de titulación de Martín Villanueva Lozano 
obteniendo el titulo de Licenciado en Matemáticas UACJ mayo 2020. 

 
Organización de eventos de divulgación 

5. Workshop on kleinian groups and related topic II, Evento internacional 
realizado del 7 al 9 de Julio de 2021, 
https://www.matcuer.unam.mx/WorkshopOnKleinianGroups/ 

 
Productos no logrados 
 

1. De los 7 productos comprometidos se lograron cumplir 5 (1 articulo 
indexado, 1 libro, 2 tesis de licenciatura y el presente reporte tecnico).  
Debido a que desde marzo de 2020 se declaro en México la pandemia de 
COVID-19, las partidas del financiamiento PAPIIT-UNAM 2020 y 2021  
fueron canceladas eso afecto el desarrollo del proyecto y dos productos 
no pudieron logranse en la vigencia del mismo (1 articulo indexado y una 
tesis de maestria) el articulo de investigación tiene un avance del 50% y 
se espera concluirlo durante una estancia de investigación en 2023, en 
cuanto a la tesis de maestria el alumno de la UNAM Sergio Vasquez 
Montoya decidio al no contar con la beca de titulación contemplada en 
este proyecto solucitar baja temporal en el posgrado y modificar su forma 
de titulación a exámenes generales de conocimientos. 

 

Se integrará en los anexos las evidencias. 
 
 

8. Mecanismos de transferencia. (Si aplica) 
 
No Aplica 
 

9.  Contribución e impacto del proyecto 
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La generación de nuevos conocimientos y sus posibles aplicaciones contribuyen 
a futuros desarrollos científicos y tecnológicos que atienden y plantean 
soluciones a problemas de la sociedad. 
 

10.  Impacto económico, social y/o ambiental en la región 
 
Al desarrollar investigación de frontera en matemáticas se impacta en la 
formación de recursos humanos de calidad, profesionales altamente capacitados 
que continúan sus estudios de posgrado con colaboradores del proyecto o 
logran establecer relaciones laborales para continuar con la investigación. 
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12.1 Taxonomía de los Roles de Colaborador (con las actividades 
logradas) 

Roles Definición de los roles 

Nombre de 
él(la) 

investigador(a) 
Figura Grado de 

contribución 
Actividades logradas 
durante el proyecto 

Tiempo promedio 
semanal (en 

horas) dedicado al 
proyecto 

Responsabili
dad de la 
dirección del 
proyecto 

Coordinar la planificación 
y ejecución de la actividad 
de investigación.  
Organiza los roles de cada 
colaborador, tiene la 
habilidad de identificar 
potenciales de cada 
individuo para generar 
una sinergia de equipo 
colaborativo. 

Dr, Angel Cano 
Cordero (UNAM) 

 
Dr. Luis Loeza 
Chin (UACJ) 

Director(a) 
del proyecto 

Principal 
 
 

De apoyo 

 

 

Responsabili
dad de 
supervisión 

Elaborar la planificación 
de las actividades de la 
investigación 
(cronogramas y controles 
de seguimiento), describe 
los roles identificados por 
el director del proyecto y 
facilita el apoyo constante 
a todos los roles para 
conseguir un trabajo 
integral, coherente y que 
llegue a buen término. 

Dr. Luis Loeza 
Chin (UACJ) 

Supervisor(a
) del 

proyecto 
Principal  

 

Realización y 
redacción de 
la propuesta 

Preparación, creación y 
redacción de la propuesta 
de investigación, 
específicamente la 
redacción, revisión de 
coherencia del texto, 
presentación de los datos 
y la normatividad 
aplicable para garantizar 
el cumplimiento de los 
requisitos. 

Dr. Angel Cano 
Cordero (UNAM) 

Redactor de 
la propuesta Principal  

 

Desarrollo o 
diseño de la 
metodología 

Contribuir con el diseño 
de la metodología, 
modelos a implementar y 
el sustento teórico, 
empírico y científico para 
la aplicabilidad de los 
instrumentos en la 
ejecución del proyecto. 

Dr. Luis Loeza 
Chin (UACJ) 

 
Dr. Angel Cano 

Cordero (UNAM) 

Diseñador 
de la 

metodología 

Principal 
 
 

De apoyo 

 

 

Recopilación
/ recolección 
de datos e 
información 

Ejecuta las estrategias 
propuestas en acciones 
encaminadas a obtener la 
información, haciendo la 
recopilación de datos y la 
inclusión de la evidencia 
en el proceso. 

Dr. Luis Loeza 
Chin (UACJ) 

 
Dr. Angel Cano 

Cordero (UNAM) 

Recopilador 
de datos 

Principal 
 
 

De apoyo 
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Elaboración 
del análisis 
formal de la 
investigación 

Aplicar métodos 
estadísticos, 
matemáticos, 
computacionales, teóricos 
u otras técnicas formales 
para analizar o sintetizar 
los datos del estudio. 
Verifica los resultados 
preliminares de cada 
etapa del análisis, los 
experimentos 
implementados y otros 
productos 
comprometidos en el 
proyecto. 

Dr. Luis Loeza 
Chin (UACJ) 

 
Dr. Angel Cano 

Cordero (UNAM) 

Analista de 
datos 

Principal 
 
 

De apoyo 

Artículo de 
Investigación 
indexado en JCR 
http://cathi.uacj.mx/20.5
00.11961/15166 
Libro de divulgación 
http://cathi.uacj.mx/20.5
00.11961/9377 

8 horas 

Preparación, 
creación y/o 
presentación 
de los 
productos o 
entregables 

Preparar la redacción del 
reporté técnico de avance 
parcial y el reporte 
técnico final.  Se hace la 
revisión crítica, la 
recopilación de las 
observaciones y 
comentarios del grupo de 
investigación. Y 
finalmente se procede a 
la edición del documento 
a entregar. 

Dr. Luis Loeza 
Chin (UACJ) 

 
Dr. Angel Cano 

Cordero (UNAM) 

Editor de 
reportes 
técnicos 

Principal 
 
 

De apoyo 

Reporte técnico 

 

Divulgación 
de 
resultados 

Organización de eventos 
para divulgar resultados 
de investigación y 
compartirlos con la 
comunidad de 
especialistas del área. 

Dr. Angel Cano 
Cordero (UNAM) 

 
Dr. Luis Loeza 
Chin (UACJ) 

Divulgación 
Principal 

 
De apoyo 

Workshop on 
kleinian groups and 
related topic II, 
Evento internacional 
realizado del 7 al 9 
de Julio de 2021, 
https://www.matcuer.un
am.mx/WorkshopOnKlei
nianGroups/ 
 

 

 
12.1.1 Estudiantes participantes en el proyecto 

 
Nombre	de	
estudiante(s)	 Matrícula	

Tiempo	promedio	
semanal	(en	horas)	
dedicado	al	proyecto	

Actividades	logradas	en	la	ejecución	
del	proyecto	

Miguel Rodriguez 
Islas	 147824	 4	horas	 Tesis	de	licenciatura	

Martín Villanueva 
Lozano	 156955	 4	horas	 Tesis	de	licenciatura	
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CONSIDERACIONES: 
 

• Los reportes deben estar escritos en español o en inglés. 
• Se debe entregar en formato PDF acorde a este formato. 
• El texto debe ser escrito en hoja tamaño carta a espacio y medio, y los 

márgenes deberán encontrase al menos a una pulgada (2.54 cm). La 
totalidad del texto debe escribirse en minúsculas, utilizando las 
mayúsculas sólo al principio de las oraciones y para los títulos de 
capítulos. 

• Se recomienda usar el tipo de letra Arial tamaño 10 o Times New 
Roman tamaño 12. 

• Todas las páginas deben estar numeradas en secuencia comenzando 
desde la portada. 

• La extensión total del texto es de un mínimo de 10 cuartillas y un 
máximo de 30 cuartillas, con un interlineado de espacio y medio. 

• Integrar en la sección de anexos las tablas y gráficas. 
• Las figuras, fotografías y tablas, serán insertadas en el cuerpo del 

texto y numeradas en forma consecutiva comenzando con 1 y de 
manera independiente de las tablas. El número y descripción de la 
figura, tabla, etc., deberá colocarse antes de la misma. 

• Se recomienda evitar el uso de sombras y líneas punteadas que no 
permitan una legibilidad clara de imágenes. 

• Las fórmulas y ecuaciones deben hacerse con un editor de ecuaciones 
como el disponible en el procesador de textos Word. Estarán 
centradas y separadas del texto. La numeración será consecutiva 
comenzando con el número 1. El número de la fórmula deberá 
encerrarse entre paréntesis y colocarse a la derecha de la fórmula lo 
más cercano posible al margen derecho. 

• Las referencias bibliográficas en el texto deben ser en cualquier estilo 
reconocido como APA, MLA, ISO, etc.  

• Los anexos se colocarán al final del documento después de la 
bibliografía, utilizando caracteres alfabéticos para distinguirlos: Anexo 
A, Anexo B, etc. La información contenida en los anexos es importante 
pero no indispensable para la comprensión del trabajo. Se 
recomienda colocar en los anexos mapas, fotografías, tablas, 
desarrollos matemáticos, diagramas, etc.  
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• La Taxonomía de los Roles de Colaborador, incluyendo la explicación 
de su llenado y las actividades a desarrollar, está disponible en los 
Términos de Referencia de los Proyectos Sin financiamiento, en el 
numeral 4.4.1 y en la tabla 1. Se debe integrar la tabla 
correspondiente en el apartado de los anexos y (en este caso sí 
deberá llevar los nombres de los investigadores propuestos en cada 
rol). 
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Introduction

Complex Kleinian groups first appeared in mathematics with the works of Henri
Poincaré, as away to qualitatively study the solutions of ordinary differential equations
of order two, one can say that the success of Poincaré was because he managed to
establish a dictionary between differential equations and group actions. Subsequently,
this theory achieved a new boom with the introduction of quasi-conformal maps and
the discovering of bridges between hyperbolic three-manifolds this theory. At the
beginning of the ’90s Verjovsky and Seade began studying, see Seade and Verjovsky
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