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1234 Universidad Auténoma de Ciudad Resumen: En el presente trabajo se obtienen las expresiones mate-
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siones resultantes, se realizan pruebas experimentales con una plataforma
Arduino, la cual se utiliza como interfaz para la medicion de la posicion
angular de un péndulo simple a través de un encoder incremental. Los pa-
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que son comparadas con los resultados experimentales. Los resultados
obtenidos muestran un comportamiento muy similar de los modelos fisi-
co y numérico, por lo cual se concluye que las expresiones obtenidas son
utiles para la obtencion de la inercia y el coeficiente de friccion.
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The resulting equations are obtained from the nominal behavior of the
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pendulum in a local region around the origin, therefore, the linearized
model is considered for obtaining the parameters. To verify the effective-
ness of the resulting expressions, experimental tests are performed using
an Arduino platform, which is used as an interface to obtain the angular
position of a simple pendulum through an incremental encoder. The es-
timated parameters are used to perform numerical simulations that are
compared with the experimental results. The obtained results show a very
similar behavior of the physical and numerical models, so it is concluded
that the expressions obtained are suitable for obtaining the inertia and the
coefficient of friction.
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Los parametros del modelo de un sistema dindmico son de utilidad
para simulacion y sintonia de controladores. Cuando no se conocen las
propiedades fisicas del sistema o no se cuenta con los archivos CAD del
diseflo para obtener los parametros mediante el uso de software, los pa-
rametros del modelo dindmico bajo estudio pueden estimarse aplicando
métodos de identificacion. La identificacion paramétrica para sistemas
roboticos se ha estado estudiando desde hace algunas décadas, como se
veen[l,4,7,9,11], por mencionar algunos.

Para el caso de sistemas de un grado de libertad, algunos métodos de
identificacion de sistemas de segundo orden son presentados en [3] y [5]
para la identificacion del coeficiente de friccion viscosa (entre otros pa-
rametros). En el primero, se obtienen parametros mecanicos (incluyendo
coeficiente de friccion viscosa) y eléctricos considerando de un motor de
CD para control de posicion; mientras en el segundo, se expone la obten-
cion de los coeficientes de friccion viscosa y de Coloumb considerando
medicion de velocidad y una entrada especifica. Los parametros de un
péndulo invertido son determinados en [12], donde la inercia y el coe-
ficiente de friccion viscosa se obtienen considerando un controlador de
posicion y las propiedades de un sistema subamortiguado.

Un péndulo simple podria considerarse como un manipulador de un
grado de libertad para implementacion de controladores. Algunas técnicas
de identificacion son aplicadas a este sistema en [8].

En este articulo se presenta un método para obtener el valor de la iner-
cia y el coeficiente de friccion viscosa, conociendo algunas propiedades
fisicas del sistema pendular, como la masa y la longitud al centro de masa,
asi como una cota del coeficiente de friccion viscosa obtenida a partir de
la linealizacion de un sistema con comportamiento oscilatorio.

Con respecto al uso de un sistema linealizado para identificacion pa-
ramétrica, ademas del trabajo de [12] arriba mencionado, en [7] se pre-
senta un método de identificacion de los coeficientes de la linealizacion de
un modelo dindmico Euler-Lagrange alrededor de un punto de equilibrio
aplicado a robots manipuladores de n grados de libertad, obteniéndose los
coeficientes de inercia, Coriolis y gravitacional, proporcionando diferen-
tes trayectorias, excitando un término a la vez.

El método que se expone en el presente trabajo utiliza una ecuacion
diferencial (una linealizacion), y permite obtener de forma directa (en un
solo paso) ambos parametros (inercia y friccion), lo que presenta la venta-
jade bajo consumo de tiempo en el proceso de estimacion [2]. Adicional-
mente, el método utiliza inicamente la medicidén de la posicion angular
con un torque de entrada cero, requiriendo una condicion inicial cercana
al punto de operacion bajo estudio.

El presente trabajo considera un péndulo simple como el de la Figura
1. La ecuacion que representa su dinamica esta dada por

JO(E) + cO(t) + mglsin6(t) = 7(¢t), (1)
donde J es el coeficiente de inercia, ¢ corresponde al coeficiente de
friccion, 7 es la masa, / representa la longitud al centro de masa del pén-
dulo, ¢ es la constante de gravedad, ¢, ¢ "y ¢ “son la posicion, velocidad
y aceleracion angular respectivamente, mientras que = es el torque de en-

trada del péndulo.

Considerando el vector de estado x(t) € R?, definido como

6(t)
o)

(t) = 0,

x(®) =[

y entrada nula, esto es

se tiene que la representacion en lpa(m(( g)a) tados de (1), viene dada por
.| hx

*= ek @
donde

filx(t)) = xz,

l .
A(x®) = ——Fsinx (0 - 7, 0),

©)

La obtencion de los parametros del péndulo se lleva a cabo en una re-
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gion local, por lo que se linealiza ¢l sistema (2)-(3), llevandolo a la forma

2

donde A es la matriz Jacobiana [6] descrita por

0x, 6x2
o o

axl 6x2

of, Ofy

El péndulo simple en este trabajo se analiza alrededor de un punto de
equilibrio estable, esto es, en x = |() (]”. El sistema linealizado del
péndulo alrededor del origen se obtiene al aplicar (4) en (3), de donde se
obtiene que

0 1
x=|_mgl c|x ()

J J

El sistema (5) presenta un comportamiento definido por los valores
propios dados por

Considerando un coeficiente de friccion ¢ lo suficientemente pequetio,

esto es

¢ < 2,/Jmgl,
como para tener un comportamiento oscilatorio en el péndulo, se tiene
que los valores propios del sistema (5) estaran dados por un par de com-
plejos conjugados [10] descritos por

Aip=—azxjp—a?

=& _mgl
a—2], B = 7 (6)

Por lo tanto, la solucion al sistema nominal viene dada por

donde

cos wt

—sinwt
x(t)=e“"P[ : ; w] ~1xo,
sin wt

cos wt

donde x, € IR? es la condicion inicial del vector x(7), P corresponde a

una matriz de vectores propios valida de la matriz 4 del sistema (5), y

es la velocidad angular dada por

w=+p—a? @)

Considerando que se conocen la condicion inicial Xo y dos posiciones
x(t,) y x(t2), para t,, t, > 0, de tal manera que

wt; = 2mn;, (3

conn; € Z, parai = {1,2}, se tendra entonces que
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x1e%1 = x,e%t2
La condicién dada por (8), implica la seleccion de dos puntos, x (t;) y
x (t,), separados por n, — n; periodos de tiempo, donde un periodo de
tiempo esta dado por T = 27 /w. Por lo anterior, se puede decir también
que

Q(tl)eatl = 9(t2 )e‘”z.

Tomando en cuenta (8), se tendra entonces que

6(t1) — ziwn(nz‘nﬂ
6(t,)

Realizando las operaciones adecuadas, se encuentra que

o1n(242)
- o(t,) ©)]
T 2n(n, —ny)
Por otro lado, de (7) se obtiene que

p = w?+a? (10)
Utilizando los valores de « y /, obtenidos de las ecuaciones (9) y (10), se

pueden calcular los valores de la inercia ./ y el coeficiente de friccion
utilizando las expresiones dadas en (6).

Considerando un péndulo simple, definido por la ecuacion (1), con tor-
que nulo (T = 0), masa 2, una longitud al centro de masa /, y un valor de
friccion ¢ por determinar tal que se produzca un comportamiento oscilatorio
exponencialmente estable, se pueden determinar sus parametros de friccion
e inercia partiendo de una condicion inicial (8(0), 8(0)) distinta de cero. Si
se conocen dos posiciones angulares, 8(t,) y 8(t,), cont, > tq, separa-
dos por n, — n, periodos de tiempo, y ademas, se conoce el valor de la fre-
cuencia natural del sistema oscilatorio @, se pueden determinar el valor del

coeficiente de friccion ¢, y el valor de la inercia ./ mediante las expresiones

_mgl
J= 5

donde « y // estan definidas por las ecuaciones (9) y (10).

c=2Ja 11

Con el objetivo de probar el método propuesto en la seccion 2.3 para
obtener los valores de los parametros del péndulo simple, se utilizé una
plataforma experimental conformada por un mecanismo tipo péndulo
simple, un encoder, una tarjeta de Arduino UNO, y una computadora con
el Software de Simulink de MatLab. En la Figura 2, se muestra el diagra-
ma a bloques de la plataforma experimental.

Péndulo Encoder de > Arduino PC Simulink
simple cuadrara 7| (Matl.ab)

Posicion angular Pulsos digitales
() (dos fases)

Comunicacion
serial virtual



El péndulo utilizado en los experimentos se muestra en la Figura 3,
el cual tiene una longitud total de 400 mm, y tiene un peso de 97.5 gr.
El encoder utilizado es uno rotatorio de la marca Aideepen de 6mm de
diametro del eje, con 600 pulsos por revolucion a una fase o 2400 en
cuadratura, y una alimentacion de 5 a 24 Vcd. Se utiliz6 una tarjeta de
Arduino UNO, de la cual se tomd la alimentacion de 5 V para el encoder
y se utilizaron sus 2 entradas de interrupciones externas para conectar las
lineas de fase del encoder. La plataforma Arduino fue programada para
utilizar el encoder en cuadratura, y de esta forma obtener informacion con
una mayor resolucion. Para la medicion de datos se utiliz6 una PC con un
procesador Intel Core i7-6700 @ 3.4GHz y 8GB de RAM. La visualiza-
cion de los datos se hizo en Simulink de MatLab version 2016a. Ademas,
se realizd una conexion serial virtual entre el Arduino y la PC a 19200
bps, y la medicion de datos se hizo con una tasa de muestreo de 10 ms.

A continuacion, se muestra los resultados obtenidos experimentalmen-
te, donde primero se obtienen los parametros del péndulo, que luego son
utilizados para desarrollar un modelo numérico que es comparado con el
modelo real.

Estimacion de los parametros

Se realizaron una serie de experimentos para validar la obtencion de
los parametros de friccion e inercia del péndulo simple, en cada experi-
mento se obtuvo una grafica, similar a la de la Figura 4, que muestra el
comportamiento de la posicion angular respecto al tiempo. Cada experi-
mento se realiz6 dando una condicion inicial distinta de cero al péndulo
sin entrada. Posteriormente, se tomaron las coordenadas (posicion angu-
lar @; y tiempo t;) de dos puntos maximos de la trayectoria descrita de la
posicion angular, positivos o negativos, dejando pasar distintos periodos
de tiempo entre las dos coordenadas. Los valores 8; y t;, asi como el
numero de ciclos n, — ny, se utilizaron en (9)-(11) para calcular el coe-
ficiente de friccion ¢ y el valor de la inercia /. En la Figura 4 se observa
un ejemplo de la toma de datos de la grafica del comportamiento de la
posicion angular.
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Se realizaron 30 experimentos para alcanzar una variacion de esti-
macion menor al 1% tanto para la inercia como para el coeficiente de
friccion viscosa. Las graficas de dispersion de los resultados experimen-
tales se muestran en la Figura 5. El valor medio obtenido para la inercia J
es de 5.08x107*kg - m? con una desviacion estandar de 1.03x10~*kg - m?
. Mientras que el valor medio para el coeficiente de friccion ¢ es de
1.376x10"* N - m - s con una desviacion estandar de 9.099x107¢ N-m - s.

Con el fin de validar los resultados obtenidos, se hizo una comparacion
entre el comportamiento del sistema experimental y el simulado. Para la
simulacion se utilizo el algoritmo de integracion de paso fijo ode4 (Run-
ge-Kutta), con un paso de integracion de 10 ms. Los resultados que se ob-
tuvieron de comparar ambos comportamientos se muestran en la Figura 6.
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Las ecuaciones obtenidas para determinar los valores de los parametros
de la inercia y el coeficiente de friccion corresponden a una region local
alrededor del origen, por lo que se debe considerar que las condiciones
iniciales en los experimentos sean lo suficientemente pequeiias, ya que
se observo una dispersion mas grande cuando se considerd una posicion
angular inicial mayor a 1.5 rad.

El valor de los parametros se obtuvo al utilizar las ecuaciones propues-
tas, aunque es importante realizar varios experimentos y considerar un mé-
todo estadistico para obtener valores adecuados de los parametros.

En el desarrollo de los experimentos, el uso de la plataforma Arduino
como tarjeta de adquisicion de datos no presentd ningin problema mos-
trando los resultados de acuerdo con lo previsto, por lo que su uso repre-
senta una opcién comparada con tarjetas de adquisicion mas complejas y
caras.

Los resultados obtenidos para la inercia presentan una dispersion del
2% respecto al valor medio y su desviacion estandar, mientras que para
el coeficiente de friccion es del 6.6%, lo cual indica que se puede tener
repetitividad en los experimentos sin que se refleje un cambio significativo
en la estimacion de los parametros.

La comparacion entre el modelo experimental y el numérico muestra
que los parametros estimados y el modelo utilizado predice con cierta
exactitud el comportamiento del péndulo, esto se observa en la Figura 6,
donde las trayectorias del modelo experimental y del modelo numérico
estan practicamente sobrepuestas.

El método utilizado en el presente trabajo permite estimar los parame-
tros de inercia y de friccion de un péndulo simple. Los resultados mues-
tran que el uso de los pardmetros estimados por medio de las expresiones
propuestas permite predecir el comportamiento de la posicion angular del
sistema dinamico. El método podria ser utilizado para estimar los parame-
tros de sistemas mas complejos que tengan un comportamiento similar al
de un péndulo simple.

En la Tabla 1 se muestra la lista de simbolos utilizados a lo largo del

documento.
Simbolo Unidad Descripeion
6.6.6 rad, rad’s, rad’s Posicion, velocidad, aceleracion angular
m kg Masa
q rad’s2 Constante de gravedad
[} m Longitud al centro de masa del péndulo
] kg.m2 Coeficiente de nercia
c kg's Coeficiente de friccion
T N.m Torque de entrada del péndulo
w rad’s Velocidad angular
Lttt S Tiempo
R Z Conjunto de nimeros reales, conjunto de nimeros enteros
Ao Valores propios del sistema linealizado
ny, Ny Periodos de iempo
X, X, Xo Vector de estado, derivada temporal del vector de estado
A Matriz Jacobrana
P Matriz de valores propios
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