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Introduccion

Resumen

A OBRA CONTIENE CUATRO CAPITULOS CON UNA SECCION

de Preguntas para reflexionar (interrogantes que tratan de ir mas a/i del con-

tenido propio de este libro) y otra con la Opinidn del autor (que trata de

explicar y asociar el contenido de cada capitulo con la experiencia y pers-
pectiva de este profesor-investigador). En el primer capitulo, se habla de la probabi-
lidad para conceptualizarla como un area, junto con las propiedades de la sumatoria y la
munltiplicacion. Para continuar con la probabilidad, se explican los conceptos de permu-
tacion 'y combinacion. Los temas de combinatorias y probabilidad se entrelazan en el se-
gundo capitulo para luego crear la distribucién binomial, la cual puede ser dividida en
porciones cuyas dimensiones varfan, y, con ello, también cambian las probabilidades
de dichas porciones. Asimismo, en este segundo capitulo también se explica cémo la
distribucion binomial es la base de la distribucion normal, asi como de la distribucién
estandarizada. En el tercer capitulo, se muestra la correlacion de Pearson principal-
mente, pero también se habla de las correlaciones policricas, que son mas apropiadas
para escalas tipo Likert. Mas en detalle, se explica como calcular el 7 de Pearson con
diferentes férmulas, intervalos de confianza, planteamiento de preguntas de investiga-

cion e hipotesis, y varianza explicada, asi como el proceso de poner la hipdtesis nula
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a prueba. En el cuarto y dltimo capitulo, se trata la correlacion r de Spearman, que se
puede usar cuando 70 se cumplen algunos de los supuestos de la 7 de Pearson. Todos
estos capitulos, en mayor o menor medida, contienen una serie de ejemplos para ilus-

trar los conceptos.

Descripcion de la obra y su relacion con la investigacion educativa

EN ALGUNAS AREAS DE LA INVESTIGACION EDUCATIVA, SE HACE
uso de la medicion del aprendizaje, inteligencia, desercién, motivacion, autorregulacion
y ausentismo, entre muchos otros fendmenos, para luego ser analizados por medio de
estadisticas. De estos analisis, pueden surgir resultados que pueden ser empleados para
crear argumentos que puedan o no apoyar a teorfas del aprendizaje, como la Teoria
Cognoscitiva Social, Teoria del Constructivismo'y Teoria del Procesamiento de la Informacion, entre
otras. Con el presente volumen, se trata de poder observar hasta donde las mediciones
del aprendizaje y otros fendmenos definidos por teorifas educativas poseen una distri-
bucién normal (campana de Gauss), para poder aplicarles los principios de probabili-
dad, estadistica y correlacion que son explicados en este libro. Ademas, algunas de las

preguntas quc sc tratan de contestar son:

*  ¢Qué es la probabilidad?, scomo se representa geométricamente y para qué se
utiliza?

e ¢Qué es la distribucién binomial?, ¢qué son las permutaciones y combinatorias?,
¢como se asocian las combinatorias y la probabilidad con la distribucién binomial?

e ¢Qué es la distribucién normal y de dénde surge?

e ¢Cuales son las ventajas de la distribucion estandarizada?

e ¢Qué es la correlacion de Pearson?, scomo se obtiene?, scudles son sus represen-
taciones graficas?

*  ¢Cudl es la correlacion de Spearman?, scuando se usa esta correlacion en lugar de

la de Pearson?

12 Estadistica elemental para Investigacion Educativa. Probabilidad, distribuciones y correlacion
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Al dar respuesta a estas preguntas, se espera que el panorama de las y los lecto-
res se expanda, para poder aplicar los conceptos y analisis mostrados en la obra para
llevar a cabo una investigacion educativa cuantitativa.

Asimismo, el uso del presente libro también puede ser un inicio para investiga-
doras e investigadores educativos para ayudar a entender y analizar la enorme cantidad
de datos que se generan en las redes sociales, como Facebook, Instagram y Twitter,
entre otras fuentes. En otras palabras, esta obra y el libro Conceptos basicos de estadisticas
inferenciales aplicadas a la investigacion educativa (2019), de este servidor, podrian ser un
posible principio para hacer analisis de lo que se conoce como Big Data, concepto que
engloba bases de datos muy grandes como las que generan las ya mencionadas redes
sociales, que pueden ser analizados por medio de soffwares que ayuden a encontrar
patrones, tendencias y asociaciones, especialmente relacionados con algunos compos-
tamientos humanos e interacciones. Hste concepto de Big Data ligado a otro llamado
mineria de datos (Data Mining, que es la practica de examinar grandes bases de datos
para generar nueva informacion), pueden ser de gran ayuda en la investigacion educati-
va para resolver preguntas como los siguientes dos ejemplos: sexiste una relacion entre
el aprendizaje y ciertos factores (e.g., horas invertidas en las redes sociales)?; y ¢existe
una diferencia en el aprendizaje entre el grupo A y el grupo B?

Mas precisamente, un ejemplo de Big Data y mineria de datos en la presente
obra serfa examinar si el aprendizaje de estudiantes se relaciona con las horas que
pasan en las redes sociales. Se podtia esperar que entre mds tiempo se esté en estas
menor sea el aprendizaje. Sin embargo, se podria pensar que cierta cantidad de con-
tacto a través de las redes sociales sea beneficioso para el aprendizaje. Esta es una
mera especulacion, pero mas alla de lo que se encuentre en un solo estudio uno de los
aspectos recomendables para hacer ciencia y obtener conocimiento es un metaandlisis,
el cual retne los resultados de maltiples estudios para ser analizados estadisticamente.
Estos resultados podrian mostrar que existe un patrén como una correlacién que se
repite a través de ellos en varios estudios (e.g., una correlacion entre el aprendizaje y las

horas invertidas en las redes sociales).

Estadistica elemental para Investigacion Educativa. Probabilidad, disttibuciones y correlacion 13
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Dirigido a lectoras y lectores

ESTE LIBRO ESTA DIRIGIDO A LAS Y LOS ALUMNOS, INVESTIGADO-
res y profesores que deseen entender la relacion entre la probabilidad y la estadisti-
ca, las distribuciones binomial, normal y estandarizada, asi como las correlaciones de
Pearson y de Spearman. Aunque la obra podria ser utilizada de manera independiente
por aquellas personas que estén familiarizadas con ciertos principios de probabilidad y
estadistica, serfa aun mejor que se empleara como un complemento de Conceptos bdsicos

de estadisticas inferenciales aplicadas a la investigacion educativa (2019).

Conocimientos previos

SE ASUME QUE LAS Y LOS USUARIOS DEL PRESENTE LIBRO TIENEN
ciertos conocimientos de estadistica descriptiva, probabilidad a nivel elemental, dlge-
bra y geometrfa analitica. Aunque se cubre en la obra la formulacién de preguntas de
investigacion, el poder formularlas es un pilar para derivar hipotesis y ponerlas a prue-
ba por medio de analisis estadisticos. Se recomienda consultar a Ercikan y Roth (2006)
y a Ponce, Dominguez y Arriaga (2016), para mas informacion acerca de la creacion
de preguntas de investigacion en la investigacion educativa.

La mayorfa de los calculos del presente libro fueron ejecutados en forma ma-
nual, pero en algunos de los casos se emplearon calculadoras en linea para la probabi-
lidad calculada, asi como tablas. El calculo manual fue para mostrar lo que estd detras

de softwares estadisticos, como spss, Minitab, SAS y R, entre otros.

Aporte principal de la obra

LA APORTACION PRINCIPAL DE LA OBRA ES TRATAR DE AUMENTAR
la base probabilistica y estadistica de Conceptos basicos de estadisticas inferenciales aplicadas a
la investigacion educativa (2019), para servir como un marco metodoldgico para la inves-

tigacion educativa cuantitativa. También, la mayorfa de las fuentes fueron publicadas

14 Estadistica elemental para Investigacion Educativa. Probabilidad, distribuciones y correlacion
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originalmente en idioma inglés y en esta obra, se tradujeron para hacerlas mas accesi-
bles a aquellas personas que prefieren el idioma espanol.

Mas al respecto, los conceptos y andlisis del presente libro (probabilidad, dis-
tribuciones binomial, normal y estandarizada, y correlacion), junto con los de Ponce
(2019) (temas de intervalos de confianza, estadisticas paramétricas y no-paramétricas,
variables dependientes e independientes, hipotesis nula y alternativa, error tipo 1y 1,
interpretacién de resultados significativos, poder estadistico y 4 de Cohen), forman
una parte de la base de la probabilidad y estadistica para entender analisis mas sofisti-
cados, como las regresiones lineales, correlaciones candnicas y regresiones logisticas,
asi como el analisis de la varianza, covarianza y multivariante. Asimismo, esta parte
de la base probabilistica y estadistica sirve para entender andlisis multivariados, como
ecuaciones estructurales y modelos lineales jerarquicos, entre muchos otros. En resu-
men, es fundamental tener el conocimiento de este material para hacer analisis basicos,

asf como para llegar a entender y realizar otros mas sofisticados.

Razén para la creacion y publicacion de la obra

ESTA OBRA SURGIO COMO I.A SEGUNDA PARTE DE CONCEPTOS BASI-
cos de estadisticas inferenciales aplicadas a la investigacion educativa (2019). Ambas comenzaron
como materiales didacticos de materias de métodos para la investigacion educativa y
las ciencias sociales. Ademas, dichos materiales didacticos también fueron empleados
en seminarios de tesis de educacién a nivel pre y posgrado. Durante casi una década,
estos materiales didacticos se han ido perfeccionando por las contribuciones de estu-
diantes y colegas para llegar a las versiones actuales. Ahora, Estadistica elemental para in-
vestigacion edncativa: probabilidad, distribuciones y correlacidn, se ha convertido en un libro de
divulgacién, ya que existen muchos programas educativos que lo podtian usar como

referencia para sus tesis y clases.

Estadistica elemental para Investigacion Educativa. Probabilidad, disttibuciones y correlacion 15
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Objetivos de aprendizaje de la obra

Al terminar el libro, la lectora o el lector seran capaces de:

16

Comprender la probabilidad representada por areas de figuras geométricas.
Calcular permutaciones y combinatorias para su uso en la investigacion edu-
cativa.

Crear distribuciones binomiales a partir de combinatorias y probabilidades.
Entender los principios basicos de la distribucion normal.

Comprender cémo la distribucion de los datos afecta la distribucion normal.
Identificar como los coeficientes de la simetria y curtosis indican la posible
normalidad de los datos.

Calcular los valores estandarizados (zeta)z y las probabilidades que les corres-
ponden en la distribucién normal estandarizada.

Comprender los usos de tres tipos de correlaciones: policoricas, 7 de Pearson
y rde Spearman.

Diferenciar las caracteristicas de los coeficientes: 7de Pearson y 7de Spearman.
Distinguir las diversas férmulas 7 de Pearson.

Formular hipétesis nulas y alternativas para poblaciones y muestras usando
la 7 de Pearson.

Entender los errores tipo 1y 11 para las correlaciones.

Interpretar los resultados significativos y no-significativos de correlacion.
Identificar la diferencia de usar Test de Una Cola con respecto a dos colas y
el poder estadistico para la correlacion.

Entender y calcular el tamafio del efecto llamado Coeficiente de Determinacion (7).
Calcular intervalos de confianza para la rde Pearson.

Relacionar el Test de Significancia Estadistica y un intervalo de confianza
para la rde Pearson.

Identificar casos apropiados para la rde Spearman y estimar este coeficiente.

Estadistica elemental para Investigacion Educativa. Probabilidad, distribuciones y correlacion
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Términos clave

e Area

e Combinatorias

*  Correlaciones: policéricas;  de Pearson; y r de Spearman
¢ Curtosis

*  Distribuciéon binomial

e Distribucion de muestras de 7 de Pearson

*  Distribucién normal

e  Distribucién normal estandarizada

e Error estaindar

* Errortipolyl

*  Hipdtesis nula y alternativa para el 7 de Pearson

e Homocedasticidad vs. heterocedasticidad

* Intervalos de confianza para el rde Pearson

* Leptocurtica

*  Monotdnico

*  Multicolinealidad

e Permutaciones

e Platicurtica

*  Poder estadistico

e Probabilidad

*  Operacién factorial

e Simetria

*  'Tamafio del efecto: Coeficiente de Determinacion (%)
e Test de Una Cola y Dos Colas

*  Variables dependiente e independiente con el » de Pearson

e Valores g

Estadistica elemental para Investigacion Educativa. Probabilidad, disttibuciones y correlacion 17






CAPITULO 1

El area y la probabilidad

A muchas personas nos gustarfa vivir eternamente. Para ser una vida
eterna deseable para algunos, esta tendrfa ciertas condiciones en las cua-
les se pudieran satisfacer varias necesidades (e.g., basicas y profesionales,
entre otras). Dada la imposibilidad de la inmortalidad, algunas y algu-
nos tratan de seguir el adagio de tener descendencia, plantar un arbol
y escribir un libro para seguir vivas o vivos de alguna manera, porque
la probabilidad de morir es del cien por ciento. Es decir, es seguro que
esto suceda a menos que alguna tecnologia terrestre —o extraterres-
tre— nos salve de ello. Asumiendo que no hay salvacion por medio de
la tecnologfa, ¢qué probabilidad tenemos de vivir hasta los ochenta o
noventa afios? Hay empresas privadas —seguros de vida— que analizan
una serie de factores (e.g., edad, estado de salud, habitos, etcétera) para
estimar la duracion de vida de un individuo. Basandose en esta estima-
cién de vida, las compafifas deciden si una persona constituye un riesgo
aceptable: tener una vida relativamente larga para que pague una poéliza
de seguro por el mayor tiempo posible.

Otro deseo que muchas y muchos tenemos es sacarnos algun premio
en la loterfa. Aunque la probabilidad de obtener el premio sea cercana

a cero en muchos de los casos, hay que conseguir un boleto para tener
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ciertas probabilidades de ganar. Sin embargo, a veces nos sentimos con
suerte y decidimos comprarlo, a pesar de ser conscientes de las remotas
posibilidades.

También, las y los investigadores educativos usan las probabilidades para
estimar la aparicién de algun tipo de evento: probabilidad de aprobar un
examen,; probabilidad de graduarse a tiempo; probabilidad de conseguir
un empleo, etcétera. Una manera elegante de representar una proba-
bilidad es el area de una figura geométrica: distribuciones binomiales,

normales y estandarizadas, entre otras.

a. Probabilidad

Generalidades

EN TERMINOS GENERALES, LA PROBABILIDAD DE UN EVEN-
‘ ‘ to es un valor numérico que mide la posibilidad de que ocurra el evento” (Jo-
hnson, & Bhattacharyya, 1987, p. 85). Estos autores explicaron que las proba-
bilidades expresan la factibilidad de eventos que no pueden ser predichos con
certidumbre. El concepto de probabilidad se conoce como la proporcion de ocasiones
en las que se espera que un evento suceda (Johnson, & Bhattacharyya, 1987). Antes
de adentrarse mds en las probabilidades, serfa necesario definir algunos conceptos, asi

como utilizar los simbolos adecuados:

*  Espacio muestral (sample space) denotado por la letra griega omega (€2) o la § de
muestra en inglés (sample): es la recoleccion de todos los posibles resultados de un
experimento cuando se puede entender este en un sentido amplio de la palabra
(e.g., lanzar una moneda al aire o jugar a los dados). Por ejemplo, el espacio mues-
tral de lanzar una moneda, que serfa el experimento, es de dos elementos, porque
puede caer cara o cruzz Q=1+ 1=2.

*  Evento simple (sizple eveni) o elemento del espacio muestral denotado por ¢, e,

¢,-..: €s cada uno de los resultados de un experimento. Volviendo al experimento

20 Estadistica elemental para Investigacion Educativa. Probabilidad, distribuciones y correlacion



CAPITULO 1

anterior, este tendrfa el evento simple de cara (¢ ) y el evento simple de cruz
.0 Cuando se suman todos los elementos simples de un experimento, dan
como resultado un espacio muestral.

Evento denotado por letras mayusculas (A, B, C, etcétera): es un set (Z.e., grupo)
de resultados que poseen ciertas caracteristicas. Por ejemplo, si en el experimento
se selecciona la cara como el evento de interés (A4 = {e¢_ 1), se lee: el evento A es
igual al conjunto del evento simple de cara; los simbolos de llaves {...} significan
un grupo de elementos de un conjunto.

Probabilidad de un evento denotado por P (A): es un valor numérico que repre-
senta la proporcion de ocasiones que se espera encontrar un experimento en un
evento dado, el cual es repetido en condiciones idénticas. Para colocar valores en
el ejemplo anterior, serfa: la probabilidad de cara cuando se lanza la moneda en

una ocasion: P (caer cara) ='/,.

A continuacion, se presenta la Teoria Cldsica de la Probabilidad, que esta relaciona-

da con el nimero de frecuencias. En conciso, las estadisticas estan relacionadas con la

probabilidad, que es una medida de que suceda algin evento de interés: en la Teorfa de

la Probabilidad, un evento puede ser uno o un set de resultados de algiin experimento,

a los cuales se les asign6 una probabilidad. De esta, se puede obtener una férmula que

generalice otro tipo de eventos (Ecuacion 1.1):

F

PA) =

(Ecuacion 1.1)
donde:

P (A) = Probabilidad de un evento;

F = Frecuencia de un evento;

N = Numero total de posibles resultados o espacio muestral.

Es decir, la probabilidad de que suceda algo [P (A)] en un experimento, es el

resultado (cociente) de la frecuencia con la que ocurre un evento (F) dividido entre el

numero de posibilidades de que suceda o espacio muestral (IN). Un experimento es:
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¢cudl es la probabilidad de que al lanzar un dado (seis caras) aparezca el nimero cuatro

(evento), aplicando la Ecuacién 1.1? La respuesta es uno de seis (un sexto):

P (del nimero cuatro) = % .

Area y propiedades de la probabilidad

EL SIGUIENTE CUADRO TIENE UN AREA DE 1 (FIGURA 1.1). ST SE VA A
la férmula del 4rea = Lado, x L.ado,, de este modo se obtiene: 1 x 1 = 1. Si un inves-
tigador(a) esta mas familiarizado(a) con unidades cuadradas, se pueden usar los cen-
timetros: 1 cm x 1 cm = 1 cm® Este numero 1 representa el 100% (1 x 100) del area
de esta figura.

Figura 1.1 Area de un cuadrado

Area=1

Para el siguiente ejemplo, este cuadrado (Figura 1.1) representa una probabili-
dad de un evento. Esto es, el area expresatia la probabilidad de un evento que es 1. Es
decir, la probabilidad de un evento es del 100%; Ze., existe una probabilidad del 100%
de que un lapiz caiga al piso cuando es soltado por una mano, sin considerar a alguna
otra persona o variable que evite la caida. A la vez, esta area serfa el espacio muestral.

Al lanzar una moneda comun y corriente al aire, el nimero de posibilidades es
de dos: cara (e ;50%) o cruz (¢ 5 20%0). Algunos podrian pensar que este 50% y
50% es solamente en teorfa, pero ha habido varios investigadores que han mostrado
que cuando se lanza una moneda en un gran numero de ocasiones, los porcentajes de
cara y cruz se aproximan a dichos porcentajes tedricos. A esto también se le conoce
como converger hacia el numero teérico, de acuerdo con la Ley de los Grandes Niimeros
(también se le conoce como Teorema de Bernoulli; véase: Salkind, 2007). Un evento es
algo que pasa, como la lluvia, y, por otro lado, esta la probabilidad de un evento que es

una prediccion basada en la frecuencia de ocurrencia bajo ciertas circunstancias (véase:
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Salkind, 2007, con teorfas de la probabilidad para mas informacion). Mas al respecto,
un evento como lanzar una moneda puede ser calculado como la probabilidad de que

esta pueda caer con la cara hacia arriba; Ze., probabilidad del evento ="'/ :
P (probabilidad del evento de cara) = %

El complemento de este evento de cara es que caiga cruz, porque se excluyen
mutuamente, Ze¢., 0 cae cara ¢ cae cruz, pero no ambas. La palabra clave es la o, la cual
indica que es una u otra de las posibilidades. Sumando ambas probabilidades darfan 1,
que es un 100% interpretado como la probabilidad de que caiga cara o cruz: propiedad
de la sumatoria de la probabilidad, que dice que se pueden sumar las probabilidades de dos
eventos que se excluyen mutuamente (Lane ez 2/, 2014; Figura 1.2).

Expresando lo anterior de una manera sintetizada:

Probabilidad de cara o cruz = 1/2 + 1/2 =1.

Fignra 1.2 Probabilidad de cara o cruz

'\/2 '\/2

Cara Cruz

También, cabe la posibilidad de que se quiera computar la probabilidad en mas
de un lanzamiento de la moneda. Como cada tirada de la moneda es independiente de
las demas (ze., no tiene influencia una tirada en otra), se utiliza la propiedad multiplicativa
de la probabilidad (Lane et al., 2014). Por ejemplo, la probabilidad de que caiga dos veces
seguidas cara. También, esto se puede expresar como la probabilidad de que caiga cara
en la primera ocasién y cara en la segunda, siendo la palabra y la clave para utilizar la
multiplicacién:

P (cara en dos ocasiones consecutivas) =/, x '/, =/,.
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En concreto, la propiedad multiplicativa de la probabilidad se emplea cuando se

estan calculando las probabilidades en conjunto de dos o mas sucesos independientes.

b. Permutaciones

SON LAS DIFERENTES MANERAS EN QUE EVENTOS, PERSONAS U OB-
jetos se pueden organizar cuando el orden importa (Chandra, 2014). Un ejemplo intui-
tivo de lo anterior serfa que hay tres estudiantes (Marfa, Luisa y Sebastian) en un aula,
que ocuparan tres puestos importantes, presidente, secretario y tesorero, en un comité
para mejorar las condiciones de una escuela. Cada uno de los puestos es diferente y re-
quiere diferentes habilidades y responsabilidades. Mas alla de eso, se desea saber el na-
mero de maneras en las que se pueden distribuir los alumnos en estos tres puestos, Zé.,

el nimero de permutaciones, lo cual se puede organizar de acuerdo con la Tabla 1.1:

Tabla 1.1 Permutaciones con tres personas y tres puestos

1.* Per 2.% Per 3.% Per 4.* Per 5.* Per 6.* Per
Candidatap) P S T P § T P S T P S T P S T P S T
Maria X X X X X X
Luisa X X X X X X
Sebastian X X X X X X

Nota: Per = Permutacion; P = Presidente; S = Secretario; y T = Tesorero.

En la Tabla 1.1, se muestran las seis posibles permutaciones de los tres candi-
datos para los tres puestos. La primera representa a Marfa como presidenta, a Luisa
como secretaria y a Sebastian como tesorero. En resumen, cada uno de ellos puede ser
presidente en dos permutaciones mientras los otros dos alternan puestos (secretario y
tesorero). Hste serfa un escenario en donde un cuadro (Tabla 1.1) serfa suficiente para
explicarlo, pero hay otras situaciones en donde la elaboracién de cuadros serfa una
actividad bastante laboriosa. Para solucionar este problema esta la siguiente féormula
(Ecuacion 1.2):

Per,

—
kT -k

(Ecuacion 1.2)
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donde:

¢ Per, = Nimero de permutaciones;
* 7= Numero de participantes;

* /&= Numero de puestos = 7.
Otra manera de expresar la formula anterior es:
Per (n, &) = nl | (n— k)

Son las posibles permutaciones de 7, dado £ (i.e., el nimero de permutaciones
P p > > p
de los participantes dado el nimero de puestos). El signo de exclamacion significa una

operacion factorial. Por ejemplo, el cinco factorial (5!) da como resultado:
5x4x3x2x1=120.

Se tiene entonces una equidad:
5! =120.

Para seguir una secuencia de ejemplos:

41=4x3x2x1=24
31=3x2x1=0;
20=2x1=2;
yll=1.

Un caso aparte es el cero factorial (01), que es: Ol = 1. Esto parece retar la intui-
cién, pero en las permutaciones se utiliza de este modo (¢ Chandra, 2014). Usando las
tres personas para los tres puestos del ejemplo anterior, resulta la siguiente operacion

con seis permutaciones posibles:
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Per,= 31/ (3-3)!
Per,=3x2x1/(0)
JPer, =6/ 1=0.

Esto es, se tienen tres personas para tres puestos distintos y, por lo tanto, exis-

ten seis posibles permutaciones.

c. Combinatorias

UN ASPECTO DE LLAS COMBINATORIAS ES QUE EL ORDEN NO ES IM-
portante. Es decir, en un set de eventos, participantes u objetos estos se organizan
formando grupos sin que una secuencia importe. Tomando el ejemplo de los candi-
datos (Marfa, Luisa y Sebastian), se quiere establecer un comité con tres miembros.
Entonces, solo existirfa una combinacion para este comité: Marfa, Luisa y Sebastian.
No habria puestos jerarquicos, asi que el orden 7o importarfa en este caso. Por otro
lado, un caso hipotético serfa formar un comité con solo dos miembros de los tres
candidatos. En pocas palabras, habrfa que ver cuantos comités se podrian crear con

solamente dos miembros.

Tabla 1.2 Combinatorias para el comité

Combinatorias Maria Luisa Sebastian
1 X X No participaria
2 X No participaria X
3 No participarfa X X

En este caso solo habrfa tres combinatorias (Tabla 1.2). En la primera combi-
nacion, Marfa y Luisa serfan miembros sin importar ninguna jerarquia, y Sebastian no
participarfa. En la segunda, Luisa quedaria fuera; y en la tercera, Marfa serfa quien que-
darfa fuera. Entonces, se podtian establecer tres comités de dos miembros cada uno

con dos candidatos. La férmula de las combinatorias es la siguiente (Ecuacién 1.3):
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_ n! »
= K-k (Ecuacion 1.3)

donde:

¢ C,=Nuamero de combinatorias;
* 7= Numero de participantes;

* £ = Numero de puestos.
Otra manera de expresar la férmula anterior es:
C(n k) =nl/ K (n— k)

Son las posibles combinatorias de 7, dado £ (ie., las combinatorias posibles
dado el nimero de participantes y de puestos). Si utilizamos el ejemplo anterior para
ilustrar la férmula, tendremos el resultado siguiente que se traduce en tres posibles
combinatorias:

,C,=31/21(3-2)
C,=3x2x1/2x1Tx (1)
,C,=6/2x1!
,C,=6/2=3.

LLas combinatorias se podrian utilizar en varios aspectos de la investigacion edu-
cativa. Por ejemplo, a la hora de tomar una muestra de participantes para un estudio.
Supongamos que se tiene acceso a 100 estudiantes, pero solo hay recursos para efectuar
una sola muestra de 30 integrantes. Entonces, la pregunta setfa: ¢cuantos grupos/com-
binatorias de 30 se podrian formar de 100 alumnos? Como esta operacion es dificil de
efectuar manualmente, se recomienda consultar la siguiente pagina (http://www.calcu-
latorsoup.com/ calculators/discretemathematics/combinations.php) con una calculadora de

combinatotias (CalculatorSoup®):

,C,=100!/ 30! (100 — 30)!

Estadistica elemental para Investigacion Educativa. Probabilidad, disttibuciones y correlacion 27



CAPITULO 1

G, = 29,372,339, 821, 610, 944, 823, 963, 760.

Este es un nimero bastante grande y es el que result6 para las combinatorias,
lo que puede dar una idea del gran nimero de posibles combinatorias al tomar una
muestra.

En los ejemplos de este primer capitulo, se usaron nimeros discretos positivos,
los cuales son unidades completas, ze., solo pueden tomar valores enteros. Un ejemplo
es el numero de estudiantes en un grupo: este va a ser un numero discreto, ¢.g., 31. Por
otro lado, estan los nimeros continuos: 2.1, 2.2, etcétera, que pueden tomar valores

con decimales, como la calificacién de una materia: 8.3.

Preguntas para reflexionar

1. ¢Existen otras formas de calcular las probabilidades de algun evento?

2. ¢Coémo se podria representar una probabilidad sin emplear una figura geométrica
bidimensional?

3. ¢En qué ocasiones en la investigacion educativa serfa adecuado utilizar las permu-
taciones en lugar de las combinatorias?

4. ¢Cual es la féormula (permutaciones vs. combinatorias) que produce nimeros ma-
yores?

5. ¢Qué otros usos se le pueden dar a estas férmulas en la investigacién educativa?

¢Qué otros usos practicos tienen estas férmulas?
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Opinién del autor

UN AREA ES UN MODELO PARA REPRESENTAR LA POSIBILIDAD DE
un evento en la probabilidad y la estadistica. La probabilidad y la estadistica son parte
de las matematicas a las que se les conoce como aplicadas o practicas. En este primer
capitulo, se presentaron figuras bidimensionales para modelar probabilidades. Los mo-
delos pueden llegar a ser mas complejos donde se empleen tres dimensiones: una para
la probabilidad y las dos restantes para otras dos variables, e.g., x y 7. Sin embargo,
podtia ser que los modelos tengan mas de dos variables y su representacion grafica
serfa un tanto complicada. Cuando se exceden las tres dimensiones y se desea ahondar
en este tema de la representacion geométrica de las variables, recomiendo el toépico de
los hiperplanos (byperplanes).

Para algunas y algunos estudiantes es complicado entender a la primera expli-
cacion las permutaciones y las combinatorias. Lo que recomiendo es tratar de ligar los
ejemplos con estos dos anteriores conceptos con ciertos conocimientos que posean
los alumnos. Esto setfa para crear aprendizaje significativo. No me preocuparia mucho si
los estudiantes no logran entender estos conceptos en algunas sesiones, porque este

proceso suele llevar tiempo.

Estadistica elemental para Investigacion Educativa. Probabilidad, disttibuciones y correlacion 29






CAPITULO 2

Distribuciéon binomial y su relacién con la
distribucién normal y estandarizada

Una distribucion binomial puede representar una serie de eventos, como
lanzar monedas o dados, o contestar un examen de matematicas. lL.a
constante es que existen dos alternativas o eventos posibles que son
clasificados como éxito o fracaso, que se excluyen mutuamente, Ze., O €s
uno de ellos o es el otro. Por ejemplo, si estan dos individuos jugando
a lanzar una moneda y adivinar el resultado, la persona uno elige que
caera cara en la primera tirada, por lo que cara serfa clasificada como
éxito en este caso. En la siguiente ocasion, la persona dos elige que caera
cruz, asi que cruz serfa el éxito, entonces. Es decir, el éxito o el fracaso
de un evento puede alternar. Donde no podria alternar esta definicion
de éxito o de fracaso serfa en un examen de matematicas u otra mate-
ria, asumiendo que solo exista una respuesta correcta. Un ejemplo seria
un examen de matematicas de opciéon mdaltiple de cuatro alternativas.
Una alumna(o) que no estudid, se enfrenta a contestar cada pregunta
o ftem. Simplemente podrifa responder al azar y, con ello, tendrfa un '/,
de probabilidad de contestar correctamente un item. Si decide usar solo
una letra (e.g., letra C') porque no sabe y el profesor(a) distribuyo6 unifor-

memente las respuestas correctas, tiene la misma probabilidad (*/ b de



CAPITULO 2

lograr correctamente una respuesta. La distribucion binomial es la base
de la distribucién normal, que representa muchos fenémenos como di-
ferentes niveles de aprendizaje. Sin embargo, es mas practico y simple
utilizar la distribucion estandarizada que la normal a la hora de hacer

investigacion educativa.

a. Ejemplo para construir la distribucién binomial

E DEFINE A X COMO UNA VARIABLE QUE OCURRE AL AZAR.

Por ejemplo, si se lanza una moneda al aire en una ocasion existen dos al-

ternativas (cara o cruz) que se excluyen mutuamente: cae una u otra, pero

no pueden aparecer ambas a la vez. Estas dos alternativas son dos eventos y

son considerados como éxito o fracaso. La probabilidad de que caiga cara es de '/, y

de que sea cruz es de '/, también. En otras palabras, la probabilidad de que aparezca

cara es de '/, expresada en decimal por .50 y en porcentaje por 50%. ¢Cual serfa la

probabilidad de éxito? Eso dependerfa de qué es el éxito. En este caso, puede ser cara o

cruz. Al definir una alternativa como éxito, la otra se convertirfa en fracaso y viceversa.

Un ejemplo puede ser: ¢cudl es la probabilidad de que el evento sea cara (éxito)? La
respuesta es:

Probabilidad de que caiga cara es igual a '/,. Esto se puede expresar en lenguaje

matematico como:

P (cara) = p;
P = Probabilidad de un evento;
» = Probabilidad de que caiga cara = /..

Un ejemplo podria ser que la moneda se lanzara al aire en multiples ocasiones.
Cada una es independiente de la anterior (dada esta independencia, se puede aplicar la
antes mencionada propiedad multiplicativa de la probabilidad para calcular la probabilidad

en mas de una ocasion). En concreto, la férmula para calcular la probabilidad de un
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set de ocasiones independientes es la siguiente con el ejemplo de lanzar una moneda
en dos ocasiones:
P)=pXp, (Ecuacion 2.1)

donde:

e P (x) = Probabilidad del set de eventos (en este caso, son dos caras);

* p = Probabilidad de un solo evento, Ze., caiga cara = '/,.

En el caso de que se quiera usar la cruz: ¢ = Probabilidad de que caiga cruz =
'/, El otorgarle la p o la g al éxito y el fracaso, respectivamente, es por convenciona-
lismo. El set de eventos puede contener un numero grande de multiplicaciones: P (x)
=pXpX...Xp

Otro ejemplo es cuando una moneda es lanzada en cinco ocasiones. Podrfa pa-
sar que, en esas cinco tiradas, 7o cayera cruz (€xito) en ninguna ocasion o que apareciera
en una, en dos, en tres, en cuatro o en cinco ocasiones. Para empezar desde lo mas
simple, uno se podria preguntar: ¢cual es la probabilidad de que 7o caiga cruz? Es de-
cir, la moneda se lanza en cinco ocasiones consecutivas y no aparece cruz en ninguna.
Esta misma pregunta se puede hacer de otra manera: scudl es la probabilidad de que
caiga cara (fracaso) en cinco ocasiones consecutivas? Para resolver estas dos preguntas
que significan lo mismo, se necesita de la probabilidad con su propiedad multiplicativa

junto con las combinatorias correspondientes:
Py=L (Ecuacién 1.1)
N> ’

_ n! s s
ﬂC/6 — W’ (Ecuac1on 13)
Paso uno: serfa definir el éxito que, en este caso, es que caiga g (se representa
con la letra p). En cambio, cara (g) es el fracaso. Recapitulando, caben las probabili-
dades de que 70 aparezca cara en ninguna de las cinco tiradas o de que caiga en una

ocasion, en dos, en tres, en cuatro y en cinco. Dada esta informacion, se puede desig-
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nar como evento el lanzar una moneda en cinco ocasiones. Entonces, se calcula esta

probabilidad con la propiedad multiplicativa (Ecuacion 2.1).

Tabla 2.1 Probabilidades

De cinco tiradas Multiplicacién En numeros Resultado
No cae cruz gXgXgXgXyg Yyx,x!/ x/,x/, .031
Cae una cruz PXgXgXgXyq Vox,x/,x"/,x"/ .031
Caen dos... PXpXgXgXyg oxox o x ! x!Y/ .031
Caen tres... pPXpXpXgXyg oxox o x Y x, .031

Caen cuatro... PXpXpXpXyg VoxMx o x Y x .031
Caen cinco... PXpXpXpXp Voxx o x ! x!Y/ .031

Nota: p = Probabilidad de que caiga cruz; ¢ = Probabilidad de que caiga cara.

Posiblemente suena muy simplista que el resultado de la probabilidad en este
momento sea el mismo para todos los eventos, pero el ejemplo no esta completo.

Paso dos: hay que considerar las combinatorias, porque esto aumenta la proba-
bilidad de cada evento. Es decir, un resultado que tenga mas combinatorias tendra
una probabilidad mas alta de aparecer. Habria que estimar estas combinatorias para
completar la estimacion de la probabilidad de que 70 caiga cruz en ninguna ocasién o
de que aparezca en una, en dos, en tres, en cuatro o en cinco ocasiones.

Antes de usar la férmula de las combinatorias, se muestran las posibilidades de
que caiga una sola cruz (Tabla 2.2). Esta ilustracion es para dar a conocer como con
una tabla se pueden hacer las combinatorias. Es decir, puede que aparezca una sola
cruz en alguno de los cinco lanzamientos (puede caer en la primera, segunda, tercera,
cuarta o quinta tiradas). Existen cinco combinatorias diferentes de que aparezca una

sola cruz.
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Tabla 2.2 Combinatorias con una sola cara

Tiradas
Cara 1.2 22 32 4.2 5.2
1 Si No No No No
1 No Si No No No
1 No No Si No No
1 No No No Si No
1 No No No No Si

En la Tabla 2.3, se muestran los calculos de las combinatorias y las probabilida-

des. Dadas las combinatorias, la probabilidad de que no caiga cruz o de que aparezca

cara en cinco eventos consecutivos es igual a.031. De la misma manera, lo es para que

caiga cara una vez o en cuatro ocasiones (.150), y para que aparezca dos veces o en

tres ocasiones (.313).

Tabla 2.3 Probabilidades y combinatorias

Férmul Resul
(n) Tira- Numero de ormuia de Combina-  Combinato- ~ Probabili- o tado'
g la cruz (£ combina- tor " bl dad (1/32 (Combinatorias
® a cruz (k) ci6én orias as posibles  dad ( ) x probabilidad)
51/ (015 —
5 0 P4, 4. 4.9, 9 0.031 031*
0]
P
. 51/ (15— ) 4 9 9 4
5 1 ] 5 P 0.031 156
' P, 49, 9,9)
P
, 51/ 25— 4 9 9 P>
5 2 21 10 ORE 0.031 313
' P®,£,.9. 9, 9)
P
. 51/ BIG— (4, 9,00
5 3 3] 10 RS 0.031 313
' P, 1,9, 9)
P
. 51/ @G- ) (9, 21> 1 )
5 4 41 5 )RS 0.031 156
' 13295.5.%)
. 1/ 55—
5 5 1 1 P, p. p. 1. D) 0.031 031
J):
Suma de las probabilidades dadas las combinatorias 1

Nota: *Esta probabilidad calculada es menor a .05, asi que setfa estadisticamente significativa
(véase: Ponce, 2019).
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Este patron es simétrico y se puede expresar en una grafica de barras delineadas
por una curva similar a la curva normal (Figura 2.1). Esta es la distribucién binomial
donde es mas probable obtener un valor en el area del centro de la curva que en los

extremos, por ser esta mas grande.

Fignra 2.1 Distribucién binomial de la moneda

[ T~

Barra A B C D E F

Nota: dadas las combinatorias en cinco tiradas: A (probabilidad de 0 cruces) o F (probabili-
dad de 5 caras) = .031; B (probabilidad de 1 cruz) o E (probabilidad de 4 caras) = .156; y C
(probabilidad de 2 cruces) o D (probabilidad de 3 caras) = .313.

ILa suma de todas las probabilidades, dadas las combinatorias, es de 1, que repre-
senta el 100% del area en la distribucién binomial. Esta unidad obtenida responde a la
pregunta: cual es la suma de las probabilidades, dadas las combinatorias, de que caiga
cruz una vez ... caiga en cinco ocasiones? La respuesta es 1. Esta propiedad de la suma,
se podtia utilizar para responder otras interrogantes como: ¢cudl es la probabilidad de
que en cinco tiradas, y dadas las combinatorias, aparezca cruz en cuatro 0 mas ocasio-
nes? La respuesta es .156 + .031 = .187. Para mas usos de las combinatorias y proba-
bilidades en ejemplos educativos, véase a Schumacker y Tomek (2013). En sintesis, las
areas de C y D son iguales y son las més grandes de esta distribucién binomial, lo cual

las hace mas probables que las demas 4areas.
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b. Estadisticas de la distribucién binomial

SE CALCULAN DE UNA FORMA DIFERENTE A OTRAS ESTADISTICAS
(t.e., promedio, varianza, desviacion estandar, etcétera). Un ejemplo podria ser lanzar
una moneda en cien ocasiones, lo cual produciria una distribuciéon binomial semejante
a una distribucién normal (véase la Figura 2.2 como una ilustracién). Mas al respecto,

el promedio, la varianza y la desviacion estandar (sp) de la distribucién binomial son:

*  Promedio de una distribucién binomial (Z.e., X ) = np o también puede ser g, pot-

que dara el mismo resultado cuando p = ¢;

* p = Probabilidad de obtener ¢z en un lanzamiento ('/,);
* ¢ = Probabilidad de obtener cara en un lanzamiento ('/,);

e 5 = Numero de tiradas.

e Promedio para el ejemplo de 100 tiradas en la distribucién binomial:
e X :1OOX1/2:50.

distribucion binomial
. 1 = -
Varianza distribucién binomial ﬁpq’
*  Varianza =100x"/,x '/, =25,

distribucién binomial

“ distribucion binomial

. Y = ./ =
SD distribucién binomial 2 5
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Figura 2.2 Distribucion binomial de la moneda con 100 tiradas

Nota: la grifica es solo un modelo de aproximacion, porque si fuera una copia fiel necesitaria
100 barras.

c. Ejemplo de combinatorias y probabilidades con dados

OTRO EJEMPLO DE PROBABILIDADES, DADAS CIERTAS COMBINATO-
rias, es mostrado a continuacién con dados. La probabilidad de que salga cualquier
cara de un dado (seis caras) es de '/ . La probabilidad de éxito (adivinar la unidad que
aparece) es de '/, y la probabilidad de fracaso es de °/ . L.a suma de la probabilidad de
éxito y de fracaso es: '/ +°/ =°/ =1 (este 1 es la probabilidad de que caiga cualquie-
ra de las caras del dado: 100%).

Al arrojar dos dados a la vez, la probabilidad de que salgan dos numeros pre-
determinados es: P (de dos eventos) ="'/ x'/ ="/, (propiedad multiplicativa de la proba-
bilidad). 1a probabilidad de éxito es de '/, = .028. Mas especificamente, ¢cudl serfa la
probabilidad de que al lanzar dos dados la suma de estos sea de dos unidades?: '/, x
=" 4 Ahora, ¢de cudntas maneras se podrian sumar los resultados para que nos

dieran dos unidades? Este evento se resuelve de la siguiente manera:

— n! »
K= THO—k) (Ecuacion 1.3)
donde:

¢ C_ = Numero de combinatorias;
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e 7= Numero de dados: 2 (cada uno se arroja una sola vez);

e /4= Numero de puestos: 2;
C=2/202-2! =1

Solo hay una combinacién para obtener una suma de dos unidades en el lanza-
miento de dos dados. Esto es, un dado muestra una unidad y el otro también, para que
ambos sumen dos unidades, por lo que no existe otra combinacion de unidades que
pudiera dar esta suma. Dado que solo hay una combinacion, la probabilidad de que
caiga una unidad en ambos dados es de '/ b e/ x 1/ ) multiplicada por la combina-
cién 1,1a cualda !/ L~ Bn resumen, lo anterior puede ser expresado como probabilidad de
éxito del evento uno multiplicada por probabilidad de éxito del evento dos multiplicada por el niimero
de combinatorias. En lenguaje matematico, se tiene un evento de esta manera:

P (dos dados sumen dos unidades) ="'/ x'/ x1="1/,.

Ejemplo hipotético con dados

UN EJEMPLO PARA MOSTRAR LO ANTERIOR: DOS PERSONAS (JOSEFI-
na y Mario) estan jugando a lanzar dos dados y adivinar la suma de las unidades. Para
simplificar y usar el ejemplo anterior, Mario dice que sus dados sumaran dos unidades.
Por otro lado, Josefina dice que los de ella sumaran seis unidades. ¢Quién ganarfa?
Probablemente Josefina lo harfa. La razon es que Josefina tendrfa mas probabilidad de
ganar, porque la suma de seis unidades tiene mas combinatorias que las de Mario. En

la Tabla 2.4, se muestran las combinatorias posibles para Josefina y Mario.
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Tabla 2.4 Dos lanzamientos de dados en combinatorias

Mario
Dado/puntos 1 2 3 4 5 6 Suma Combinatorias
1.2
= 2 1
2.°
Total 1
Josefina
Dado/puntos 1 2 3 4 5 6 Suma Combinatorias
10
1
2° 0
1° X
1
2° X 0
1° X
6 1
2° X
Total 3

Hay tres combinatorias por las cuales Josefina podria obtener una suma de seis
unidades: (tres en un dado y tres en el otro); (cuatro y dos); y (cinco y una). Como al
lanzar los dados una tirada es independiente de la otra: '/ x '/, =1/, . Este '/, tam-
bién es la probabilidad de Mario. Considerando las combinatorias, la probabilidad de
que los dados sumen seis unidades para Josefina es: P (dos dados sumen seis unidades)
=1/ 0 X 1 (X3= 3/ 4+ Por lo tanto, Josefina probablemente le ganarfa a Mario, porque
su probabilidad (°/, ) es mayor que la de él (*/, ). En conclusién, cuando existen mas
combinatorias en las que se puede obtener un resultado como la suma de puntos de

un dado, mayor sera la probabilidad que se tendra:

P (dos dados sumen dos unidades): '/ x '/ x 1 < P (dos dados sumen seis unidades):
Yex'/ x3.
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d. Caracteristicas de la distribucién binomial

En un experimento

EN RESUMEN, CUANDO SE UTILIZA LA DISTRIBUCION BINOMIAL EN

un experimento debe tener las siguientes caracterfsticas:

*  Debe tener un nimero determinado de tiradas, lanzamientos o items, que se de-
notan por la letra 7.

* Cada tirada, lanzamiento o item debe tener solamente dos posibles resultados:
éxito (p) o fracaso (g).

* El resultado de cada tirada, lanzamiento o {tem debe ser independiente de los
demas: no hay efecto entre unos y otros.

*  La probabilidad de éxito debe ser la misma en cada tirada, lanzamiento o item.

En la distribucion de la curva

UNA VEZ QUE SE OBTIENEN LAS PROBABILIDADES DE CADA EVEN-
to, se pueden representar por una serie de barras como las de las figuras 2.1 y 2.2.
Asimismo, se puede dibujar una curva semejante a la curva normal que contenga
dichas barras. Esta curva de la distribucion binomial es simétrica en este caso en pat-
ticular donde los valores cercanos al promedio son los mas probables y los cercanos
a las colas son los menos probables. Sin embargo, no siempre es simétrica, porque
depende del numero de tiradas, lanzamientos o {tems para obtener la simetrfa. Otra
caracteristica es que #o es asintética como la curva normal. Esto quiere decir que sus
colas 7o se prolongan hacia el infinito como las de la curva normal, que se muestra
mas adelante. También, se usan los ya antes mencionados nimeros discretos para el

éxito o el fracaso.
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e. Curva de la distribucion normal

LA CURVA NORMAL ES DERIVADA DE LA DISTRIBUCION TEORETICA
binomial (Lane e al., 2014). La curva normal expresa la distribucion al azar de un fend-
meno de una poblaciéon (Hurley, 2014, p. 597). “La normalidad en estadisticas es una
condicion en la cual un set de datos presenta una distribucion normal de valores” (Apa,
2015, p. 716). Se considera que puede representar vatrios aspectos de la naturaleza,
como la estatura o el peso de las personas o su inteligencia, entre otros (Ponce, 2019).
También conocida como distribucién gaussiana o campana de Gauss, la curva normal

o distribucién normal fue definida de la siguiente manera:

Una distribucion teorética en la cual la mayoria de los valores se apilan
en el centro donde esta el promedio y los demas de ellos se distribuyen
en los dos extremos. Cuando los datos se grafican, dan la conocida curva
en forma de campana cuando la variacion alrededor del promedio es
al azar. La distribucién normal tiene varias caracteristicas: es simétrica,
tiene una asintota baja y un alta, y su promedio, mediana y moda tienen

el mismo valor (Apa, 2015, pp. 715-716).

Una forma tradicional de representar la curva normal es usando dos ejes (Fi-
gura 2.3): a) el eje de la x, que representa una variable como un nivel de aprendizaje;
y b) el eje de la y, que representa una probabilidad del aprendizaje. Mas al respecto se

cubrird cuando se aborde la curva de la distribucion normal estandarizada.
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Fignra 2.3 Curva normal

Ejedelay

Eje dela x
|

Promedio = Mediana = Moda

Curtosis y simetrfa = 0

Ponce (2019) explicd que: “La curva normal tiene la propiedad de que los valo-
res de y son en funcion (i.e., dependen de) de los de x”. Esto quiere decir que si se toma
un valor de x, se puede calcular el valor correspondiente de y utilizando la Fdrmula de
la Distribucion Normal, que se muestra a continuaciéon (Ecuacion 2.2):

1 xi-u)l2
Formula de la Distribucion Normal: y, = olﬁe 2 xzou) , (Ecuacion 2.2)

donde:

* .= Altura de la curva para cada uno de los valores de x; (en un plano cartesiano);

* O = Desviacion estandar de una poblacion. También, es interpretada como la
desviacién estandar de los datos: muestra;

e 7 = Valor de 3.1416... que es una constante y representa la razén de la circun-
ferencia al diametro de un circulo; ¢.g., para la longitud de una circunferencia hay
3.1416... didmetros: 1/3.1416;

e ¢= Valor constante de 2.7183... que es la base de los logaritmos naturales;

* p =Promedio de la poblacién. También, es interpretado como el promedio de los
datos: muestra, en este tipo de casos;

¢ x = Valor de la variable independiente, Ze., es la longitud.
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Curtosis y asimetria

OTRA MANERA DE EVALUAR LA NORMALIDAD DE LA DISTRIBUCION
de los datos es emplear los coeficientes que dan las estadisticas de la curtosis y la
asimetria. La evaluacion de la distribucion de los datos sirve para ver si se cumplen al-
gunos de los supuestos de analisis que se utilizan para relacionar variables o comparar
promedios de diferentes grupos (véase: Tabachnick y Fidell, 2012). Cuando los coe-
ficientes de curtosis y asimetrfa son iguales a cero, no hay problemas de curtosis o de
asimetria y, hasta cierto punto, se podria asumir que los datos siguen una distribucion
normal. Algunas y algunos investigadores han dicho que los problemas de estos dos
coeficientes empiezan cuando se superan los umbrales de los valores absolutos de 2 y

3 para muestras pequeas y grandes, respectivamente.

Curtosis

“LLA CURTOSIS ES UNA MEDIACION DE LA CANTIDAD DE DATOS QUE
se concentran en las colas de una distribucién con relacion al resto de los datos”
(Ponce, 2019, p. 19). Cuando la curtosis es igual a cero (normal o mesocurtica; Figura
2.4[a]), la distribucion de los datos es normal, sin considerar otras cosas (ceteris paribus).
Puede pasar que los datos, se concentren demasiado alrededor del promedio y, por lo
tanto, el Coeficiente de Curtosis sera mayor que cero (distribucion leptocurtica (Figu-
ra 2.4[b]). Pero cuando este coeficiente es menor que cero, se tiene una distribucion

platicurtica; Figura 2.4[c]).
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Fignra 2.4 Curtosis

(a) Curtosis = 0

Normal

(b) Curtosis > 0

Leptocurtica

(c) Curtosis <0
Platicirtica
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Asimetria (skewness)

TAMBIEN ES CONOCIDA COMO SESGO. SEGUN SALKIND (2011, P. 435),
es una caracterfstica de una distribuciéon que muestra una frecuencia desproporcionada
de ciertos datos. Esto es, mide el grado de asimettfa de un set de datos. En la Figura
2.5, se muestra una serie de ejemplos de asimetria. El ejemplo (a) representa el caso
en el que la asimetrfa es igual a cero, lo cual indica que la curva es perfectamente si-
métrica. Por otro lado, la distribucién del ejemplo (b) indica que la curva esta sesgada
positivamente, porque el promedio es mayor que la mediana y esta es mayor que la
moda. Por lo tanto, el Coeficiente de Asimetria es mayor que cero, lo cual ocasiona
que la cola del lado derecho sea mas alargada que la otra. El caso de la distribucion
del ejemplo (c) indica que la curva esta sesgada negativamente, porque el promedio es
menor que la mediana y esta es menor que la moda. El resultado es que el Coeficiente
de Asimetria es menor que cero, lo que ocasiona que la cola del lado izquierdo sea mas
alargada que la otra.

Fignra 2.5 Asimetria

(a) Promedio = Mediana = Moda
Asimetria = 0
Curva normal
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(b) Moda < Mediana < Promedio
Asimetria > 0
Positivamente sesgada

(c) Promedio < Mediana < Moda
Asimetrfa <0
Negativamente sesgada

Asimetria y observaciones atipicas

UN SESGO O DISTRIBUCION ASIMETRICA PUDO HABER SIDO OCA-
sionado por una sola observacion atipica: es un valor en un set de datos que es diferen-
te a los demas en el nivel en que se mide una variable (véase: Hair ¢f a/., 2014). Esto es,
esta observacion atipica tiene un valor extremo: mas alla de un valor g (explicado en la
siguiente seccion) de |2]| o |3|. A continuacion, se muestra un ejemplo para exponer
el efecto de una observacion atipica en la asimetrfa de una distribucion. Se tiene una si-
tuacion original en la cual estan cinco estudiantes (Tabla 2.5), A-E, con sus respectivas
calificaciones (de 3 a 7) en un examen de ciencias naturales. Se calcularon los valores
z con la Ecuacion 2.3, que se explica en la siguiente seccion: la distribucion normal estan-

darizada. En este caso, estos valores g indican que la distribucion es simétrica: -1.27 y
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1.27;-0.63 y 0.63; y 0. Es decir, se despegan del 0 en forma equidistante. Asimismo, el
promedio es igual a la mediana y el Coeficiente de Asimetria es igual a cero. La moda

no se incluyé en este ejemplo, porque los valores 7o se repiten.

Tabla 2.5 Valores atipicos y asimetria

Alumnos  Situacién original ~ Valores ¢ Situacion 1 1 Valores ¢ Situacion 2 2 Valores g

I 0 -3.16
A 3 -1.27 3 -1.27 3 -1.27
B 4 -0.63 4 -0.63 4 -0.63
C 5 0 5 0 5 0
D 6 .63 6 .63 6 .63
E 7 1.27 7 1.27 7 1.27
11 10 3.16

Promedio 5 4.17 5.83
SD 1.58 2.48 2.48

Mediana 5 4.5 5.5
Asimetria 0 -0.87 .87

Nota: 7o hay moda, porque los valotes no se repiten.

Por otro lado, la situacion 1 muestra que se afiadié una calificaciéon mas a las
cinco originales (Tabla 2.5), ze., 0 (alumno 1). Esto hizo que, al usar el promedio y la
sD de la situacién original, se pudiera detectar esta nueva calificacién como una obser-
vacion atipica: g = -3.16. Dada esta nueva calificacién de cero, la distribucién de los
datos ya no es simétrica, debido a que el promedio (4.17) es menor que la mediana
(4.5): esta sesgada negativamente a la izquierda (Figura 2.5¢). Asimismo, su Coeficiente
de Asimetria = -0.87 y aunque no excede los limites de [2]| o |3]| que se consideran
preocupantes en la investigacion educativa, si cambi6 el coeficiente original de cero.

La situacion 2 implica la inclusién de una calificacién mas a las cinco originales,
z.e., 10 (alumno 11). De una manera similar a la situacion anterior, esta sexta calificacion
hace que su valor 7 sea atipico (3.16), relativo al escenatio original. Por lo tanto, la dis-
tribucion de los datos se vuelve asimétrica, porque el promedio (5.83) es mayor que la
mediana (5.5): esta sesgada positivamente a la derecha (Figura 2.5b). De igual manera,

su Coeficiente de Asimetria = .87, pero sin exceder los limites.
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Estas observaciones atipicas (Figura 2.6), se colocan en una recta donde se
tienen los limites que se suelen emplear en la investigacion educativa (|3|), las cuales
se salen de los limites antes descritos. Como resultado, estas observaciones sesgan los

datos.

Fignra 2.6. Observaciones atipicas

o | | | | | | |
| | | | | | |

oal -3 -2 -1 0 1 2 3 0a2

Nota: oa = Obsetvacion atipica.

Normalidad y el Test de Kolpogorov-Smirnov

OTRA MANERA DE PONER A PRUEBA LA NORMALIDAD DE LOS DA-
tos con los que se va a trabajar, es usando el Test de Kolmogorov-Smirnov para una
muestra, el cual se aplica a nivel univariable (una sola variable). Con este test, se pone a
prueba la hipétesis nula de que dos distribuciones son idénticas (Salkind, 2007, p. 512).
En corto, se pone a prueba la hipétesis nula de que los datos de una muestra siguen

una distribucién normal:
H; distribucién normal = distribucién observada.

Sila probabilidad calculada es igual o mayor al alfa seleccionado como criterio,
no se rechaza la hipdtesis nula y se asume que la distribucién observada tiene una dis-
tribucion normal (véase: Ponce [2019], para mas detalles al respecto de la significancia
estadistica y la prueba de la hipétesis nula). En contraparte, si se rechaza la hipotesis
nula, se puede concluir que la distribucion de los datos es estadistica y significativa-
mente diferente de la distribuciéon normal. Entonces, esta evidencia apoyaria la hipo-

tesis alternativa:
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H distribucién normal # distribucién observada.

El Test de Kolmogorov-Smirnov ha sido incorporado en el soffware spss, entre
otros. Sin embargo, esta mas alld de los objetivos del presente libro explicarlo a detalle,
asi como su ejecucion en dicho soffware, pero Salkind (2007) hace una discusion bas-

tante profunda sobre el tema.

f. Distribucion normal estandarizada

PARA ANALIZAR LOS DATOS DE UNA INVESTIGACION, HINKLE,
Wiersma y Jurs (2003) explicaron que, para poder emplear el modelo de la distribucion
normal, es necesatio utilizar la distribucion normal estandarizada. E1 uso de la distribucion
estandarizada se debe a que habrfa una infinidad de distribuciones normales produ-
cidas por cada promedio y desviacién estandar (Ponce, 2019). Ademas, al emplear la
distribucion normal estandarizada se pueden utilizar las tablas de valores g que aparecen en
muchos libros de estadistica, para calcular las probabilidades de los valores. Un valor g

se obtiene mediante la siguiente férmula (Ecuacion 2.3):

3=, (Ecuacion 2.3)

donde:

* %= Coeficiente que se obtiene de la operacion. Puede ser localizado en la distribu-
cion normal estandarizada;

* x = Valor conocido como crudo o bruto en la recoleccion de datos. Se encuentra
en la unidad en la que se recolectaron los datos; e.g., calificaciones, puntajes, edad,
etcétera;

¢ X = Promedio de los datos crudos o brutos en su unidad;

e sp = Desviacién estandar de los datos crudos o brutos.
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En otras palabras, si se tiene un valor individual en bruto, el promedio de los
datos en bruto y su sD, se puede calcular su correspondiente valor estandarizado ().
Con este valor g, se puede saber su ubicacion en la distribucion normal estandarizada
(Figura 2.7). Los valores (| 1], |2| y |3]|), que se muestran en la Figura 2.7, también
coinciden con la distancia en desviaciones estandar con el promedio. Ejemplos: un
valor = | 1] esigualauna sp = |1| y un area del promedio (0) a un valor = |1] es
de .3413, que en porcentaje es el 34.13%; un valor = | 2| esiguala dos sp = |2] yun
area del promedio (0) a un valor 3 = | 2| es de .4772, que en porcentaje es el 47.72%;
yun valor ¢ = |3]| esigual a tres 0 = | 3| y un area del promedio (0) a un valor g =

31| es de .4987, que en porcentaje es el 49.87%.
3] .q p j

Figura 2.7 Distribucion estandarizada y sus proporciones de areas y de probabilidad

% =—3 =_—2 =—1 =—0 =71 =—7 =-3 Foo
L N |
Y3413 3413

| . |
! 4722 " 4722 !

| :
! 4987 " 4987 !

Un resumen de la distribucion estandarizada es que sirve para estimar la proba-
bilidad de que un valor o una serie de valores estén entre ciertos criterios, que son los
valores g que se seleccionen. Un valor g 70 necesariamente tiene que ser un numero
discreto. Por simplicidad, en la Tabla 2.6 se muestra cual es la probabilidad de que un
nimero tomado de una poblacién esté entre ciertos criterios. La caracteristica mas

importante son las proporciones fijas que caen dentro de ciertas secciones.
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Tabla 2.6 Valores gy su interpretacion

Valores 3 Densidad del area Porcentaje Interpretacién
Existe una probabilidad del 68.26% de que
-lal 3413 + .3413 = .6826 68.26% un valor tomado al azar, se encuentre entre

los valores g de -1 a1

Existe una probabilidad del 95.44% de que

222 ATT72 + 4772 = 9544 95.44% un valor tomado al azar, se encuentre entre
los valores zde -2 a 2

Existe una probabilidad del 99.74% de que

-3a3 4987 + .4987 = .9974 99.74% un valor tomado al azar, se encuentre entre
los valores de-3a3

Un ejemplo de lo anterior, es la ubicacién de la calificacion de un estudiante en
la distribucion estandarizada. Si el alumno obtuvo una calificacién de 9 en una materia

donde el promedio fue de 6, con una sp = 1.5, usando la Ecuacion (2.3) se tiene:

_(9-6)

=——"=3/15=2

En este caso, la calificacion del estudiante se encuentra por encima del prome-
dio a dos desviaciones estandar. Otra manera de ver esto es que .9772 (.50 + .4772; i.e.,
97.72%) de las calificaciones de las y los alumnos esta por debajo de la calificacion de
9. Por lo tanto, el 2.28% (100 — 97.72%) esta por encima de la calificacion de 9. Todo

lo anterior es bajo el supuesto de una distribucién normal de los datos.

Formulas de la distribucion normal

CADA PUNTO EN LA LINEA DE LA DISTRIBUCION NORMAL ESTAN-
darizada, puede ser calculado de la misma manera que los puntos en la curva normal
(en la Figura 2.8, se muestran algunos de los puntos que pueden ser calculados me-
diante la Ecuacién 2.4). Similarmente, la distribucion normal estandarizada tiene la propie-

dad de que los valores de y son en funcién (.¢., dependen de) de los de x.
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J

Fignra 2.8 Puntos en la curva estandarizada

En otras palabras, si se toma un valor de x, se puede calcular el valor corres-
pondiente de y usando la férmula de la distribucion normal estandarizada, que se muestra

a continuacion (Ecuacion 2.4 obtenida de Excel):
. I s, . 1 zi P
Foérmula de la distribucion normal estandarizada: y, = o= \2) (Ecuacion 2.4)
T

donde:

,= Altura de la curva para cada uno de los valores de x, (en un plano cartesiano);
1t = Valor de 3.1416... que es una constante y representa la razén de la circunfe-
rencia al diametro de un circulo. Esto es, existe un didmetro por cada 3.1416...
diametros: 1 : 3.1416;

¢ = Valor constante de 2.7183... que es la base de los logaritmos naturales;

z = Valor de la variable independiente, ‘e., es la longitud (el eje horizontal).

El uso de esta distribucion estandarizada economiza el tener que calcular ma-
nualmente los valores de las 4reas de probabilidad correspondientes y, también, evita
la integracion de la funcién para calcular el area bajo la curva (Ze., calculo integral;
Ecuacién 2.5). La siguiente formula de calculo integral es patra la distribucion normal

estandarizada (véase: Spiegel, Schiller, & Strinivasan [2000], para ejemplos al respecto):

P (-0, +0) = [t ﬁe—zizﬁ dy=1, (Ecuacion 2.5)
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donde:

P (o0, +0) = Tamafio del 4rea desde el infinito negativo hasta el infinito positivo
representado por este intervalo;

%, = Valor g que sirve como criterio o valor calculado;
= 3.1416...
e=2.72...

En sintesis, esta férmula indica que la probabilidad desde el infinito negativo

hasta el infinito positivo, es de 1 (100%). En otras palabras, esta probabilidad del 100%

indica toda el area de la curva normal estandarizada. Con la Ecuacion 2.5, se podria

calcular cualquier area dentro de la distribucion estandarizada al especificar dos pun-

tos, e.g., del 0.5 al 1.5. Haciendo una observacion, el calculo de un area bajo una curva

requiere de dos puntos o limites para poderse llevar a cabo. Si solo se tiene un punto,

no se puede calcular.

Preguntas para reflexionar

A

o

¢Qué otros fenémenos se pueden representar con la distribucién binomial?

¢Por qué se usa la distribucion normal en lugar de la binomial, en algunos casos?
¢Se pueden estandarizar todos los valores de un set de datos?

¢De qué otras maneras se podrian organizar los datos para estimar sus probabili-
dades?

¢En qué tipo de investigacion educativa serfan mads utiles los valores z?

¢Qué se podria hacer si los datos aparentemente no siguen una distribuciéon nos-
mal?

¢Coémo se podria sacar el area bajo la curva sin utilizar la tabla de valores z?

Opinién del autor
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EN LA INVESTIGACION EDUCATIVA, EL USAR LAS PROBABILIDADES,
combinatorias y distribuciones binomiales puede llegar a ser muy util. Esto es, porque
se estarfa utilizando una teoria de la probabilidad. Por ejemplo, se podtia calcular la
probabilidad de un {tem de un examen de matematicas, que podria ser una afirmacion
de cierto o falso. Entonces, la o el estudiante tendria un 50% de probabilidad de acer-
tarlo. Por otro lado, si es un item de opciéon multiple con cuatro opciones, la probabi-
lidad de acertarlo serfa de un 25%, bajo el supuesto de no saber la respuesta correcta.
Puede ser que un(a) docente quiera minimizar la parte de adivinar por parte de los que
no saben tanto y vaya por el item de opcién multiple.

Lo importante para la o el lector es que la distribucion binomial se construyé
de estas probabilidades y combinatorias. Esta distribucién binomial es la base para
construir la distribucién normal, que sirve como modelo para una serie de fendmenos
educativos, e.g., aprendizaje, coeficiente intelectual, etcétera.

En muchos casos, el modelo de la distribuciéon normal puede ser utilizado para
la investigacion educativa. Sin embargo, hay que cerciorarse antes de usatlo, ya que
los datos siguen una distribuciéon aproximadamente normal, como parte de ser una
buena o un buen investigador educativo. Esto se puede hacer cuando nuestros datos
tienen ciertas caracteristicas de medidas de tendencia central similares, cierta disper-
sion de los datos y coeficientes aceptables de curtosis y simetrfa. Asimismo, el Test de
Kolmogorov-Smirnov es una respuesta mas robusta a la hora de inferir la distribucion
normal de los datos. Dada la situacién de que estos no sigan una distribucién normal,
hay maneras para corregirlos.

La distribucion normal estandarizada es un modelo que se emplea en lugar de
la distribucién normal, porque esta puede variar su forma dependiendo del valor del
promedio y la desviacion estandar. Lo que surge de la variacion en los promedios y la
desviacion estandar es una familia de distribuciones normales, pero que no resultan
practicas a la hora de calcular las probabilidades, porque involucran el uso del calculo
integral. Por estas razones y bajo el supuesto de que los datos siguen mas o menos una

distribucién normal, se utiliza la distribucién normal estandarizada.
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Correlacion

En la investigacién educativa, suele pasar que la investigadora o el inves-
tigador tengan una pregunta acerca del posible vinculo entre dos cosas:
dexiste una relacion entre la variable x y la variable y? Estas dos variables
pueden ser el aprendizaje y la edad de un set de estudiantes. De entrada,
se podria especular que entre mas joven sea el alumno aprenderd mas,
asumiendo que los estudiantes tienen mas o menos el mismo coeficiente
intelectual, nivel socioeconémico, motivacién, autoestima, etcétera. En
este tipo de situacion, un analisis de correlacion con dos variables es una
opcioén para ver qué tan relacionadas estan ambas. Por otro lado, puede
haber correlaciones espurias, Ze., falsas, lo que puede pasar especialmen-
te cuando no hay antecedentes o teorias que asocien un par de variables,
o no se pueda formar un argumento valido y solido para explicar dicha
relacion. Por ejemplo, si se correlaciona el aprendizaje en alguna materia
con el tamafio de la mano de un alumno, podtia tener una gran correla-
cion. Sin embargo, ¢qué teorfa o antecedente podria explicar esta gran
correlacion? Posiblemente no habria ninguno. Entonces, se tendrfa una

correlacion espuria que se debi6 probablemente a la casualidad.
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Asimismo, puede surgir la posibilidad de usar una comparacion entre
un coeficiente de correlaciéon encontrado en una muestra y el coeficien-
te de su poblacion correspondiente. Para dicha comparacion, se puede
utilizar un test estadistico y resolver una interrogante de investigacién
como esta: ¢existe una diferencia estadisticamente significativa entre la
estadistica de una muestra y un parametro de la poblacion? Cabe recor-
dar que las muestras contienen estadisticas que son estimaciones de los
parametros de las poblaciones, e.g., promedio, mediana, moda, varianza,

desviacién estandar, etcétera.

a. Correlaciones r de Pearson y policoricas

UANDO SE ASOCIAN DOS VARIABLES DE UNA BASE DE DA-
tos, se les llama datos bivariados. Un coeficiente de correlacion en general
corresponde a esta descripcion de datos bivariados. El Coeficiente » de
Pearson (i.e., Coeficiente de Correlacion Producto-Momento de Pearson) y el Co-
eficiente de Correlaciones Policéricas corresponden a datos bivariados, entre otros
coeficientes, que se pueden representar en un plano cartesiano (7.e., el cuadrante donde
la x y la y son variables positivamente relacionadas; Figura 3.1) en donde cada punto

corresponderd a un par de coordenadas, ze., xy .
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Figura 3.1 Datos bivariados

Cocficiente r de Pearson

EL COEFICIENTE R DE PEARSON ES “UN INDICE DEL. GRADO DE RE-
lacion lineal entre dos variables™ (apa, 2015, p. 841). Para estimar la correlacién dentro
de poblaciones con este coeficiente, se emplea la letra griega p (se pronuncia: 7o) y
para las muestras, la letra 7. Mas al respecto, se le suelen agregar dos letras p (i.e., pro-
ducto-Pearson) a la p para distinguirla de otras correlaciones de poblaciones: p . Re-
cordando: las estadisticas (promedio, desviacion estandar, 7, etcétera) son estimaciones
que se calculan de las muestras y contienen un error de muestreo, y de las poblaciones
se obtienen parametros (media, desviacion estandar, p, etcétera) que son fijos. Se ha
dicho que el Coeficiente de Correlacion » de Pearson, fue disefiado para calcular la
relacién entre dos variables continuas, como la estatura y el peso, entre muchas otras
similares. Estas variables estin en una escala continua, porque siempre hay un punto
intermedio entre dos nimeros, eg., entre 2.00110 y 2.00120 esta 2.00115, entre otros
mas. Ademds, poseen un cero absoluto que significa sin cantidad alguna (e.g., la ve-
locidad de un auto estacionado es de cero kilémetros por hora). Sin embargo, este
coeficiente se utiliza bastante en la investigacion educativa para relacionar variables

que fueron medidas en una escala tipo Likert, la cual ha sido catalogada en ocasiones
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como otdinal o de intervalo. Recordando: una escala ordinal no tiene necesariamente el
mismo espacio entre los numeros que la componen, pero, en cambio, una de intervalo
s{ posee la misma distancia entre sus puntos. Un ejemplo de ambas escalas es un item
con respuestas de tipo Likert: 1 = Muy en desacuerdo; 2 = En desacuerdo; 3 = Neu-
tral; 4 = De acuerdo; y 5 = Muy de acuerdo. Esta escala solo tiene numeros discretos,
porque toma valores enteros ya predeterminados. En contraparte, una escala ordinal o

de intervalo no tiene un cero absoluto (e.g., una escala tipo Likert).

Correlaciones policoricas

APARTE DEL EMPLEO DEL COEFICIENTE R EN ENCUESTAS, JORES-
kog y S6rbom (1996) han recomendado el uso de las correlaciones policéricas (poly-
choric correlations: p P) cuando se utilizan escalas tipo Likert. Para realizar estas correla-
ciones policéricas, estos autores crearon el soffware estadistico y psicométrico llamado
Lisrel (i.e., Linear Structure Relations: Relaciones lineales estructurales), que es usado
en ecuaciones estructurales (Ze., para medir las relaciones entre vatios constructos/
variables). Recordando: un constructo es una variable que no se puede ver directamente,
pero que tedricamente se manifiesta en algin test o encuesta (e.g., la inteligencia es un
constructo y se expresa en los puntajes de un test de inteligencia). Asimismo, Holga-
do-Tello ¢z al. (2010) compararon el Coeficiente » de Pearson y las correlaciones poli-
coricas en el contexto de procesos de validacion (z.e., analisis de factores exploratorios
y confirmatorios). Hstos autores concluyeron que las correlaciones policoricas son
mas precisas al calcular la correlacion real entre variables. Cuando se habla de valores
verdaderos o reales de relacion entre variables, se refiere a los vinculos —trelaciones—
a nivel de poblaciones. Otra manera de decirlo: la correlacion real es la que exisze a nivel
de poblacién.

La recomendacion para una investigadora o un investigador es que empleen
las correlaciones policoricas cuando se tenga una escala tipo Likert, porque son mas
precisas para estimar los valores verdaderos de la relacion entre variables de las pobla-
ciones. Los coeficientes de correlacion policorica son un indice que muestra el grado

de asociacion entre dos variables que fueron medidas con una escala ordinal o de inter-
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valo, pero que se asume que son manifestaciones de una vatiable continua que subyace
(¢ Joreskog y S6rbom, 1996). Por ejemplo, el constructo de la autoestima se podria
medir con una serie de items derivados de alguna de sus definiciones. La autoestima
subyace a los {tems que se derivaron de su definicion y tendrfa una escala continua, pero
se vuelve ordinal o de intervalo con una escala tipo Likert cuando se administra a las
personas, asumiendo que no hay alguna tecnologfa que pueda medir la autoestima por

medio de la actividad cerebral en lugar de una simple encuesta, por ejemplo.

E7 error de muestreo de los coeficientes

COMO SE MANEJAN MUESTRAS, EL. COEFICIENTE R DE PEARSON ES
una simple estimacion de un parametro (ze., la correlacion a nivel de poblaciones). En
resumen, se puede asumir que hay una diferencia de las correlaciones a nivel de pobla-
ciones de las que existen a nivel de una muestra. Por lo tanto, esta diferencia entre este
parametro de la poblacion y la estadistica de la muestra es llamada error de muestreo. Mas
al respecto, la apA (2015, pp. 932-933) llamé a este error margen de error predecible,
¢.g., un margen de error del 5% para un promedio hipotético calculado en un 70% de
una muestra, indica que el valor verdadero de la poblacion estaria entre el 65% y el

75%. En pocas palabras, el error se puede resumir de la siguiente manera:

* p,mr= Error de muestreo de la correlacion r,
* p,, = Correlacion entre dos variables de una poblacion;
e 7= Correlacion entre dos variables de una muestra.

Nota: recordando que los pardmetros cortesponden a las poblaciones y las estadisticas (..,
estimaciones), a las muestras.

Asimismo, entre la correlacion policorica habria un error entre el parametro de

la poblacién y la estadistica de la muestra:

Q. — Correlacion policirica de una muestra = Error de correlacion policirica.
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Enfatizando, segin Holgado-Tello ¢z a/. (2010) y Jéreskog y S6rbom (19906), las
correlaciones policoricas son mas precisas al calcular el verdadero parametro que el .

Por lo tanto, el error de las correlaciones policéricas es mas pequefio por su precision:
Error de r > Error de correlacion policdrica de la muestra.

Para estimar este error de 7, se utilizan intervalos de confianza (1c), como se ha-
bifa mencionado. Mas adelante en este capitulo, se explica como se obtiene un I1C para
el 7, al igual de como se interpreta.

Un software gratuito que se puede emplear para calcular las relaciones policoricas
es R (e, The R Project for Statistical Computing: https://www.t-project.org/). Este
programa no es tan amigable como Listrel, pero existen cursos en Coursera (https://

es.coursera.org/), entre otras paginas, en donde se puede aprender a usar R.

b. Caracteristicas del »

VOLVIENDO AL R DE PEARSON, ESTE TIENE DOS LIMITES (1Y+D) Y
en medio de estos, se le considera una variable continua. Se utiliza con escalas con-
tinuas, ordinales y de intervalo (véase la discusion previa). Hay dos condiciones que,

segun Hinkle ¢7 a/. (2003), se deben considerar para usar el 72

1. Los datos de las dos variables que se estén correlacionando deben estar en pares
para el mismo set de observaciones, personas u objetos. Un ejemplo de lo anterior
es cuando tres estudiantes toman dos test de ciencias naturales (1.° y 2.°) y sus

porcentajes son los siguientes (Tabla 3.1):
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Tabla 3.1 Datos en pares para usatlos en correlaciones

Estudiante / Examenes de ciencias naturales 1.° 2.°
Miguel 100% 99%
Maria 82% 84%
Pablo 79% 76%

En este caso, se pueden correlacionar los dos test, porque estan en pares, ze.,
cada par corresponde a uno de los alumnos. Un contracjemplo de lo anterior seria
intentar correlacionar los porcentajes de Miguel, Marfa y Pablo con los de otros es-
tudiantes que hayan tomado un par de exdmenes diferentes. En este caso, los otros

porcentajes no corresponden a los pares de Miguel, Marfa y Pablo.

2. Se utiliza el promedio y la varianza para calcular el 7, asi que las variables deben
estar en una escala continua o de intervalo. De nuevo, suele suceder en las inves-
tigaciones donde se emplean frecuentemente las escalas tipo Likert, que estas se
utilizan como si fueran de intervalo (Ze., la distancia entre el 1 y el 2 es la misma
que del 3 al 4).

Escenarios para correlaciones

EN LA FIGURA 3.2, SE MUESTRAN ALGUNOS DE LOS POSIBLES ESCE-
narios cuando se trata de obtener una correlacion entre dos variables con el 7. En el
escenario A del plano cartesiano, se plantea el limite bajo del r de Pearson (r = -1);
por lo tanto, es una correlacion perfectamente negativa (todos los puntos caen en una
linea), ya que cuando los valores de la horizontal (x) aumentan, los de la vertical ()
disminuyen, y todos estan perfectamente alineados. Esta linea antes mencionada se lla-
ma /inea de mejor ajuste (line of best fif), con la cual se trata de minimizar la distancia entre
ella y los puntos de los pares ordenados, porque entre menor sea la distancia entre esta
linea y los puntos, menor serd el error del Coeficiente 7. Un error implica imprecision
y, por ello, es algo que se busca minimizar en las estadisticas en general. Un tema sobre
el error serd abordado con mis detalle en la seccién del Coeficiente de Determinacion

(). Por otro lado, en el escenario B se muestra una relacion perfectamente positiva
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donde todos los valores de x'y de y aumentan (r = 1), por lo que estan perfectamente
alineados con la linea de mejor ajuste.

Un caso diferente a los dos anteriores es el escenario C, donde los datos forman
una nube en la cual se podrian trazar una infinidad de lineas, dando como resultado
que el 7= 0, es decir, la correlacion es nula.

En el escenario D si hay un patrén, porque los puntos se alinean, pero solo los
valores de x aumentan, mientras que los de y (i.e., mas bien, el valor de la ) se quedan
fijos. Por lo tanto, el » = 0, porque ambas vatiables necesitan vatiar para que r # 0. El
escenario E es similar al anterior, en el sentido de que hay un patrén porque los puntos
se alinean, pero de igual manera solamente los valores de una de las variables cambian
(z.e.,9) y los de la otra, no (i.e., x); entonces, el 7 es igual a 0.

En el escenario E los valores no se alinean perfectamente, pero forman un
patrén que es evidenciado con la elipse que los rodea. En este caso, los valores de x
aumentan y los de y disminuyen. Por lo tanto, es una relaciéon negativa. Como no to-
dos los valores estan en la linea, el 7esta entre -1 y 0 (Z.e., -1 < r < 0). Al trazar la linea
de mejor ajuste, se trata de minimizar las distancias entre esta y todos los puntos. En
analisis mas sofisticados, como la regresion, se pormenoriza este error, para encontrar
el modelo que mejor explique los datos que se estan analizando. Similarmente, en el
escenario G se muestra un patrén positivo entre los valores de x y los de y. No es una
relacion perfecta, porque no todos los valores caen en la linea de mejor ajuste, pero si
es mayor que 0 y menor que 1 (ze., 0 <r<1).

En el escenario H, se muestra una relacion no lineal cuando se toman en cuenta
todos los puntos alrededor de la curva ciclica (.e., sube y baja desde el mismo patron).
Aunque estos puntos forman un patrén, no se usaria el 7, porque esta estadistica re-
quiere una correlacion lineal, ya sea positiva o negativa, que no existe en este ejemplo.
Ahora, en el escenario I se muestra que se podrian trazar varias lineas a lo largo del
ciclo. Por ejemplo, cuando los valores de x y los de y aumentan, se puede trazar una
linea positiva en este segmento de los datos y calcular un 7. En concreto, los datos
que forman un patrén ciclico pueden ser utilizados para trazar varias lineas positivas,
negativas (z¢., para obtener coeficientes 7) y paralelas al eje de las x, como en este caso.

Las lineas paralelas al eje de las x tienen un » = 0. Sin embargo, habria que ver otros
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aspectos antes de usar uno o varios coeficientes de r para modelar los datos (z.e., mo-
delar es crear lineas que sigan los datos en estos casos). Entre estos estan: a) buscar si
hay otros modelos 7o lineales donde los datos queden mejor (para mas informacion
acerca de modelos no lineales, véase: Berenson ez a/, 2012); y b) estudiar qué dicen
las teorias psicologicas y pedagdgicas de las relaciones entre las variables (e.g., lineales
durante cierto periodo, como las etapas de desarrollo de una persona empleando la

Teorfa de Piaget).

Fignra 3.2 Algunos posibles escenarios para usar el » de Pearson

A)yr=-1 B)yr=1 Or=0

D)r=0 E)r=0

G)r>0 H) Sin relacion lineal IT) Multiples lineas
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c. Formulas del Coeficiente r

CUANDO SE USAN LAS CORRELACIONES DEL COEFICIENTE R DE
Pearson, no necesariamente se especifica cudl es la variable independiente y cual es la
dependiente. Por simplicidad, las siguientes férmulas se explican con la letra x (varia-
ble independiente) y la letra y (variable dependiente). Esta designacion de las variables
también corresponde al plano cartesiano, donde la x esta en la horizontal y la y, en la
vertical. Existen varias férmulas para calcular el Coeficiente 7. Para estas, es necesario
tener dos sets de datos en pares (i.e., dos variables). Todas estas formulas darfan exac-

tamente el mismo resultado:

a) Formula de la »de Pearson con valores g (Ecuacion 3.1):

_(322)

v n-1"

r

(Ecuacion 3.1)

donde:
* > =Suma;
¢ 7 =(x— x_) / sD K (Ecuacion 2.3)

¢ X = Cada valor individual de un set de datos llamado x;
e x = Promedio del set de datos llamado x;

* 5D _= Desviacion estindar del set de datos llamado x;

o« 2=0-7)/w;
* ;= Cada valor individual de un set de datos llamado y;
o 7y = Promedio del set de datos llamado y;

* sp = Desviacion estandar del set de datos llamado y;

e 5 ='Tamano de la muestra.
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b) Foérmula de la desviacion de los escores (Deviation Score Formula, Ecuacion 3.2):

rﬂ = (E X des. ) des. ) R (Ecuacién 32)
- JGxsy?)
donde:
* Y = Suma;
¢ X {{6’3. = Xl_ X_;
° J des. :Ji_ j’
¢ x'=x X x;
ARSI SR
¢) Foérmula del Escore Crudo (Raw Score Formula; Ecuacion 3.3):
ro= "Gxiyi) —Gxisy) (Ecuacién 3.3)

T Jrsxi=Gx ) sy — ()
d) Formula con el uso de la covarianza (Ecuacion 3.4) para encontrar el r (Ecuacion
3.5):
_Guxji=x(i-y)

Covarianza=§ = no1 ; (Ecuacion 3.4)

S xy

ro=—— = (Ecuacion 3.5)
Y SDxSDy

Demostracion con las formulas

PARA DEMOSTRAR QUE LAS FORMULAS ANTERIORES DEL R DAN EL
mismo resultado, se cre6 una base de datos. Con este ejemplo, se explica que un grupo
de alumnos presentd un test de matematicas en cierto periodo. Es decir, esta base de
datos contiene dos variables en pares (ze., la variable independiente: x = Tiempo en
completar el test; y la variable dependiente: y = Puntajes en un test de matematicas).

En sintesis, la pregunta de investigacion para este ejemplo es: gexiste una correlacion
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entre la variable independiente del Tzempo en completar el test y la variable dependiente
Puntajes en un test de matematicas? El resultado del uso de las cuatro férmulas aparece en
las tablas 3.2, 3.3, 3.4 y 3.5, z.e., r = .98.

Tabla 3.2 Férmula del rde Pearson con valores g

Tiempo en Puntajes en un Tiempo en valor: . z Xz
Estu. completar el test de matema- z = (x-x)/sD_ Maiemancis mlf)r: 7
test ticas h I TS O/’_ J)/ g
1 13 60 -1.96 -1.62 3.18
2 14 62 -1.47 -1.47 2.16
3 14 62 -1.47 -1.47 2.16
4 15 67 -0.98 -1.08 1.05
5 15 67 -0.98 -1.08 1.05
6 15 67 -0.98 -1.08 1.05
7 16 72 -0.49 -0.68 0.34
8 16 72 -0.49 -0.68 0.34
9 16 72 -0.49 -0.68 0.34
10 16 72 -0.49 -0.68 0.34
11 17 81 0.00 0.02 0.00
12 17 81 0.00 0.02 0.00
13 17 81 0.00 0.02 0.00
14 17 81 0.00 0.02 0.00
15 17 81 0.00 0.02 0.00
16 18 90 0.49 0.72 0.35
17 18 90 0.49 0.72 0.35
18 18 90 0.49 0.72 0.35
19 18 90 0.49 0.72 0.35
20 19 95 0.98 1.11 1.09
21 19 95 0.98 1.11 1.09
22 19 95 0.98 1.11 1.09
23 20 98 1.47 1.35 1.98
Continiia...
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Tiempo en Puntajes en un Tiempo en valor: » z. X1z,
, _ Matemiticas valor: xi i
Estu. completar el testde matema-  z_ = (x,—x) / SD _ _ —
. i : Xz =0.—Y)/ D
test ticas d ! )
24 20 98 1.47 1.35 1.98
25 21 100 1.96 1.50 2.95
X 17 80.76 Suma 23.61
Mediana 17 81 n—1 24.00
Moda 17 81 r 0.98
Varianza 4.17 163.52
sd 2.04 12.79
Rangos
Minimo 13 60
Maximo 21 100
lee-ren— 8 0
cia
n 25
Nota: Estu. = Estudiante; Férmula del 7 de Pearson con valores z:
r,= 2.3 / n—1; (Ecuacién 3.1)
sustituyendo:
r']‘iemp@u\{alemdl/m;: 23.01 / (25 - l> = .98.
Tabla 3.3 Foérmula del rde Pearson con la desviacion de los escores
Desviacion  Desviacion
Tiempo en Puntajes en de x del de yi del
dio: o X POT 2 2
Estu. completar el untestde  promedio: promedio: ‘ x y
test matematicas X = (COR = 2 S
—x) )
1 13 60 -4 -20.76 83.04 16 430.98
2 14 62 -3 -18.76 56.28 9 351.94
3 14 62 -3 -18.76 56.28 9 351.94
4 15 67 -2 -13.76 27.52 4 189.34

Continua...
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Desviacion  Desviacion

Tiempoen  Puntajesen  dex.del de yi del
Estu. completar el un test de promledio: promedio: 4 POT x? 92
test matematicas  x, = (x, ¥, = (), e
—x) )
5 15 67 2 -13.76 27.52 4 189.34
6 15 67 -2 -13.76 27.52 4 189.34
7 16 72 -1 -8.76 8.76 1 76.74
8 16 72 -1 -8.76 8.76 1 76.74
9 16 72 -1 -8.76 8.76 1 76.74
10 16 72 -1 -8.76 8.76 1 76.74
11 17 81 0 0.24 0 0 0.06
12 17 81 0 0.24 0 0 0.06
13 17 81 0 0.24 0 0 0.06
14 17 81 0 0.24 0 0 0.06
15 17 81 0 0.24 0 0 0.06
16 18 90 1 9.24 9.24 1 85.38
17 18 90 1 9.24 9.24 1 85.38
18 18 90 1 9.24 9.24 1 85.38
19 18 90 1 9.24 9.24 1 85.38
20 19 95 2 14.24 28.48 4 202.78
21 19 95 2 14.24 28.48 4 202.78
22 19 95 2 14.24 28.48 4 202.78
23 20 98 3 17.24 51.72 9 297.22
24 20 98 3 17.24 51.72 9 297.22
25 21 100 4 19.24 76.96 16 370.18
X 17 80.76 Suma 616 100 3924.56
Multiplicacién de 392 456
x* pot )
Raiz cuadrada 626.46
r .98

Nota: Estu. = Estudiante; Férmula del » de Pearson con la desviacion de los escores (Devia-
tion Score Formula):

o= Cx,0. / +/ Exl.z 3y7s (Ecuacion 3.2)
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sustituyendo:
=616 / 626.46 = .98.

r Tiempo y Matenmaticas

Tabla 3.4 Férmula del escore crudo

Estu. Tiempo en Puntajes en un test « pot y 2 7
completar el test  de matematicas i i
1 13 60 780 169 3600
2 14 62 868 196 3844
3 14 62 868 196 3844
4 15 67 1005 225 4489
5 15 67 1005 225 4489
6 15 67 1005 225 4489
7 16 72 1152 256 5184
8 16 72 1152 256 5184
9 16 72 1152 256 5184
10 16 72 1152 256 5184
1 17 81 1377 289 6561
12 17 81 1377 289 6561
13 17 81 1377 289 6561
14 17 81 1377 289 6561
15 17 81 1377 289 6561
16 18 90 1620 324 8100
17 18 90 1620 324 8100
18 18 90 1620 324 8100
19 18 90 1620 324 8100
20 19 95 1805 361 9025
21 19 95 1805 361 9025
22 19 95 1805 361 9025
23 20 98 1960 400 9604
24 20 98 1960 400 9604
25 21 100 2100 441 10 000
Suma 425 2019 34939 7325 166 979
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Nota: Estu. = Estudiante; Férmula del escore crudo (Raw Score Formula):

ro=nExg)-CxY) JJInsxi—= a1 [nsy?— (59,0 ; (Beuacion 3.3)

r Tiempo y Matemiticas

sustituyendo:
=25(34 939) — (425 x 2019)/\/ [25 (7,325) - (425)%] [25(166,979) - (2,019)]

.. - _=15400 /4 2,500 X 9,814 = 98.
Tiempo y Matemiticas =

Tabla 3.5 Usando la covarianza para encontrar el »de Pearson

Tiempo en Puntajes en ur’l Desviacién de xi ~ Desviacion de yi
Bstu. completar el test deimatema— del promedio: del promedio: x des. pory
et e xdes. = (i—%) ydes = (yi— ) des

1 13 60 -4 -20.76 83.04
2 14 62 -3 -18.76 56.28
3 14 62 -3 -18.76 56.28
4 15 67 -2 -13.76 27.52
5 15 67 -2 -13.76 27.52
6 15 67 -2 -13.76 27.52
7 16 72 -1 -8.76 8.76
8 16 72 -1 -8.76 8.76
9 16 72 -1 -8.76 8.76
10 16 72 -1 -8.76 8.76
11 17 81 0 0.24 0

12 17 81 0 0.24 0

13 17 81 0 0.24 0

14 17 81 0 0.24 0

15 17 81 0 0.24 0

16 18 90 1 9.24 9.24
17 18 90 1 9.24 9.24

Continua...
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Tiempo en Puntajes en ur’l Desviacién de xi  Desviacion de yi
Bstu. completar el test deimatema— del promedio: del promedio: x des. pory

et e xdes. = (i—%) ydes = (yi— ) des
18 18 90 1 9.24 9.24
19 18 90 1 9.24 9.24
20 19 95 2 14.24 28.48
21 19 95 2 14.24 28.48
22 19 95 2 14.24 28.48
23 20 98 3 17.24 51.72
24 20 98 3 17.24 51.72
25 21 100 4 19.24 76.96

x 17 80.76 Suma 616

sd 2.04 12.79 n—1 24
Covarianza 25.67

D 2.04
D | 12.79

r .98

Nota: Estu. = Estudiante; usando la covarianza para encontrar el 7, las férmulas son:

Covarianza=§ =3 (x,—x) (= ) /n—T1;y ro=5, / sD sp ; (Bcuacién 3.5)

sustituyendo:
Covarianza Ty Malmiticas (Ecuacion 3.4) = 616 / 24 = 25.67,

Y " iy Matomitins = 22-07 / 2.04x12.79 = .98.

En la Figura 3.3, se muestra el histograma de la correlacién entre la variable
independiente Tiempo en completar el test y la variable dependiente Puntajes en un test de
matematicas. Se puede observar que dichas variables tienen una relacion positiva, ya que

ambas aumentan y tienen un Coeficiente 7 = .98.
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Fignra 3.3 Histograma del Tiempo en completar el test y Puntajes en un test de

120 - matematicas (r)

100 - o
80 - °
60 - o °
40

20

Tiempo en completar el test

Mas detalles del Coceficiente r de Pearson

EL COEFICIENTE R DE PEARSON INDICA LA DIRECCION Y LA FUER-
za de la relacion entre dos variables. También, el » es considerado como un famario de
¢fecto. En este sentido, Cohen (1988) manifesto tres tamafios diferentes para la evalua-
cién de un 7 cuando se calcula en un estudio: |.10| = Pequefio; |.30| = Mediano; y
| .50] = Grande. Por otro lado, Hinkle ez a/. (2003, p. 109) expresaron una clasificacion
al 7 que fue diferente, porque incluyé rangos para los tamafios de efecto también como
otras categorias para los mismos: 0 al |.30| = De nada a pequefo; |.30| al | .50| = Pe-
quefio; |.50| al |.70| = Moderado; |.70] al |.90| = Efecto alto; y [.90] al |1.00| =
Efecto muy alto. La recomendacion de lo anterior es que, al efectuar una investigacion
y evaluar el 7, se revise la literatura pertinente para ver como sus autores han definido
los diferentes tamafios de efecto en ese campo de estudio. Con base en la literatura
pertinente, una investigadora o un investigador pueden clasificar sus resultados del

de acuerdo con los tamanos de efecto definidos anteriormente.
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La rde Pearson o indica relacion de causa y efecto en si misma. De nuevo, este
coeficiente indica la fuerza de la relacion entre dos variables, Ze., su nivel de asociacion.
Por un lado, la cansalidad es una inferencia que se obtiene del disefio del estudio, Ze.,
experimental. De un experimento o cuasi-experimento, se puede concluir que un tra-
tamiento tuvo cierto efecto en los resultados. Para mds informacion acerca de disefios
experimentales, se recomienda consultar a Schneider ez /. (2007). Por otro lado, otra
manera de inferir causalidad es cuando existe una teorfa que explique las relaciones
entre las variables. Para ello, se usan las ecuaciones estructurales y se recomienda con-
sultar a Byrne (2009) y a Joreskog y S6rbom (1996), para estos modelos tedricos de

causa y efecto cuando se emplean correlaciones.

d. Coeficiente de Determinacion (r2) (Determination Coefficient) y el r

EL COEFICIENTE R DE PEARSON ES LA BASE PARA CALCULAR EL CO-
eficiente de Determinacion (). Para calculatlo es necesario elevar al cuadrado el r (ie., r
x 7= 77). Algunos ejemplos de lo antetior son los diferentes tamafios del efecto que
Cohen (1988) especificéd: un efecto pequefio de » = |.10| al cuadrado es: 7 = .01; uno
mediano de »= |.30| al cuadrado es: 7 = .09; y uno grande de » = |.50| al cuadrado
es: 77 = .25. También, se puede utilizar la ya mencionada clasificacion de Hinkle e7 a/.
(2003, p. 109) para el tamafio del 7, y, también en este caso, se recomienda revisar la
literatura del tema, para tener antecedentes de los tamafos y clasificacion de este coe-
ficiente en un contexto en particular.

El Coeficiente de Determinacion es “Un indice que refleja la proporcion de
variacién en una variable dependiente asociada con una variable independiente” (Apa,
2015, p. 200). En otras palabras, el Coeficiente de Determinacion es el porcentaje de
la varianza en la variable dependiente explicada por la variable independiente (i.e., 7 =
Tamafo de un efecto). Esto se puede representar con cuadros, ya que el Coeficiente
de Varianza de una variable es cuadrado. En la Figura 3.4, se muestran los coeficientes
del 7: .01, .09 y .25. Se puede designar como variable dependiente (vD) el cuadro de la

izquierda y como variable independiente (v1), el de la derecha. Como se puede apreciar,
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entre mayor es el 7 resulta una mayor area explicada en la variable dependiente por

parte de la independiente.

Fignra 3.4 Varianza explicada

b o - - -

| |
D V1

)~ =25

d) VD (enadro negro) y varias vi

(multivariante)

Asimismo, habrfa que considerar que los fenémenos son multivariantes (i.e., varias
variables independientes explican la varianza en la variable dependiente). Para ilustrar
lo anterior, en el Ultimo cuadro de la Figura 3.4. se muestra la varianza de la variable
dependiente (cuadro con bordes negros y solidos), cuya area esta cubierta con otros
cuadros con bordes no solidos que representan las variables independientes. En este

caso, estas explican toda la varianza en la variable dependiente, porque cubren toda su
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area, se., el 100%. Esto serfa un caso ideal, pero en la investigacion educativa, al igual
que en muchas otras disciplinas, habrda muchas porciones de la varianza de una varia-
ble dependiente que no tendran explicacién. A estas areas sin explicacion, se les suele
llamar errores (véase: Tabachnick, & Fidell [2012], para una discusion mas profunda
sobre este tema). Para los ejemplos de la Figura 3.4, los errores o varianza no explicada
setfan: error = .99 (Ze., 99%) cuando el 7# = .01 (i.e., 1%); error = .91 (i.e., 91%) cuando
el 7 =.09 (ie, 90%); y error = .75 (i.e., 75%) cuando el 7 = .25 (i.e., 25%).

Ejemplo de andlisis con varias variables

UN EJEMPLO HEURISTICO DE VARIANZA EXPLICADA A NIVEL MUL-
tivariante serfa el siguiente: en un salén de clases, un grupo de estudiantes aprenden
alguna materia, ¢.g., Idioma espaiiol. Este constructo de aprendizaje del idioma espafiol es
tomado como la variable dependiente y se supone que se manifiesta en los puntajes de
evalnaciones del mismo. Para simplicidad de este ejemplo, solo se emplea un examen del
idioma espafiol que serfa una manera observable en la que se manifestarfa dicho cons-
tructo. Al administrar este examen hay una variacion en los puntajes (z.¢., van desde un
puntaje del 0% de aciertos hasta uno del 100%). Se consideran solo dos variables in-
dependientes: Ingreso familiary Nivel educativo de las madres y padres, las cuales también
tienen variacion; Ze., las familias tienen diferentes ingresos y las madres y padres tienen
diferentes niveles de educacion.

Las preguntas de investigacién para el » de Pearson son: ¢existe una relacién
entre la evaluacion del idioma espaiiol y €l nivel educativo de las madres y padres?; y sexiste
una relacion entre la evaluacion del idioma espaiiol y el ingreso familiar? Para complementar
las antetiores, las interrogantes de investigacion del 7 son: ¢cuanta varianza explica el
nivel educativo en la evaluacion del idioma espaiol?; y icuanta varianza explica el ingreso
tamiliar en la evaluacion del idioma espasiol? Para resolver estas cuatro preguntas, se hacen
dos anlisis de correlacion con el  de Pearson y dos con el 72 Los resultados son los

siguientes:

Evalnaciin del idioma espaiol (D) <> nivel educativo (v1)): r= 50y el » = .25;
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Evaluacion del idioma espasiol (D) <> ingreso familiar (v1)): r = .71 y el # = .50;

donde:
*  I'D = Variable dependiente; y
* 11 = Variable independiente.

Nota: la flecha con doble cabeza (<*) indica una correlacion entre las variables.
Una aclaracion es que la 17, y la 17, no tienen correlacion: » = 0, para hacer el ejemplo
mas simple.

Las respuestas a las dos primeras preguntas de investigacion relacionadas con
el 7, son contestadas en este parrafo. Segun Cohen (1988), estos coeficientes 7 del
ejemplo anterior son grandes, porque son = .50. Por lo tanto, indican que hay una
correlacion fuerte entre la variable dependiente y las independientes. También, las co-
rrelaciones son positivas, lo cual manifiesta que entre mas educacion se tenga por parte
de las madres y padres mayor serd el puntaje en la evaluacién. De la misma manera, en-
tre mas ingreso familiar se tenga mayor sera el puntaje (véase la Figura 3.5 para ambas
correlaciones). Aparentemente, como la correlacion de la 11, con la 1D es mas fuerte/
grande (r = .71) que la de la 11, con la "D (r = .50), los puntos en la Figura 3.5 estan
maés cercanos a la linea de la 177, con la D que los de la 17, con la 1D, Sin embargo,
para comparar estos coeficientes de correlacion de una manera acepfable en estadistica,
hay que elevatlos al cuadrado para obtener el 7, el cual se utiliza para comparar el gra-
do de varianza explicada por parte de las variables independientes en la dependiente.
También, se asumi6é que la correlacion entre el nivel educativo y el ingreso familiar
es cero. En otras palabras, cuando se establece que 7 = 0 de manera deliberada, se le
llama correlacién ortogonal (véase: Salkind [2007]; Thompson [2004], para usos de las

relaciones ortogonales en analisis exploratorios de factores).
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Figura 3.5 r con evaluacién del idioma espafiol con el nivel educativo de las madres y

padres, y el ingreso familiar

1p = Evaluacién del idioma espafiol;
11,= Nivel educativo;
11,= Ingreso familiar.

Las respuestas a las otras dos preguntas de investigacion relacionadas con el 7,
son contestadas a continuacion. La parte que complementa el andlisis de correlacién
es el Coeficiente de Determinacion (7). En la Figura 3.6, se muestra graficamente
la proporcién de la varianza explicada en la evaluacion del idioma espafiol por nivel
educativo e ingreso familiar (# = .25 y 7 = .50, respectivamente). Dado que la correla-
cién entre el nivel educativo y el ingreso es de cero, el 7 es cero también entre ambas
variables independientes. Por consiguiente, la varianza que explica cada variable inde-
pendiente es tnica (ze., una varianza explicada no tiene que ver con la otra: correlacion
ortogonal). En otras palabras, los diferentes puntajes en la evaluacioén del idioma espafiol
se asocian positivamente con los diferentes niveles de ingreso, asi como con los dife-

rentes niveles de educaciéon de las madres y padres.
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Figura 3.6 Varianza explicada por dos variables independientes en la dependiente

Leyenda:

VD con 11: 7# = .25;

VD con 11, * = .50;

11, con 11, 7= 0.
1> = BEvaluacion del idioma espanol;
11, = Nivel educativo;

v1,= Ingreso familiar

En resumen, el anterior es un caso con una correlaciéon nula (» = 0) entre las
variables independientes. Por consecuencia, la varianza explicada entre las variables
independientes es cero también y la varianza que cada una de estas explica en la de-
pendiente, es unica. Por otro lado, las correlaciones entre las variables independientes
son comunes en la investigacién educativa (Ze., esta correlacion entre las variables
independientes se llama mwulticolinealidad: nulticollinearity). Esto es un problema cuando
se usa la regresion, la cual implica la 7 de Pearson. Sin embargo, estd mas alla de los
propésitos de este libro explicar la multicolinealidad, porque aqui no se toca el tema de la
regresion multiple a profundidad, pero Tabachnick y Fidell (2012) hicieron una buena
discusion al respecto. En la Figura 3.7, se muestra un ejemplo grafico con la 7 de la
multicolinealidad, en donde la variable dependiente esta representada por el cuadra-
do con bordes negros en el centro con una multitud de variables independientes re-

presentadas por cuadrados con bordes mas delgados. Estas variables independientes,
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ademas de explicar el 100% de la varianza de la variable dependiente, se correlacionan

entre si ocasionando una situacién de multicolinealidad.

Figura 3.7 Multicolinealidad con 72

Cuadrados con bordes negros mas delgados = Variables independientes;

Cuadrado con borde negro mas grueso = Variable dependiente.

e. Requisitos para usar el Coeficiente r de Pearson

DOS CONDICIONES SE HABIAN DISCUTIDO COMO REQUISITOS PARA
utilizar el Coeficiente 7: el empleo de una escala continua para el 7y la linealidad de
los datos en un plano cartesiano. En corto, para usar el 7 es necesario tener una escala
continua, pero, de hecho, se emplean también las escalas tipo Likert, lo cual no es lo
optimo para dicho coeficiente. Segun la literatura, serfa mejor utilizar las correlaciones
policdricas con las escalas tipo Likert. La otra condicion para usar el res la linealidad de
los datos. En otras palabras, esto quiere decir que los datos forman un patrén en for-
ma de linea en un plano, ya sea de manera positiva o negativa. Para una investigacion
descriptiva, estos dos requisitos serfan probablemente suficientes. Por ejemplo, una in-

vestigadora o un investigador solo desean mostrar una correlacién con el » de Pearson
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entre examenes de matematicas y ciencias, pero sin estimar un intervalo de confianza o
someter dicho coeficiente a un Tesz de Significancia Estadistica. En este caso, de intervalo
de confianza o significancia estadistica, Cohen (1988) recomendé que si es necesario

cumplir con los requisitos de normalidad y homocedasticidad.

Normalidad para una correlacion

UNA DISTRIBUCION NORMAL TIENE UNA SOLA VARIABLE QUE APA-
rece al azar. Repasando a nivel de una sola variable: 1a distribucion normal de los datos, se
puede inferir cuando las medidas de tendencia central son iguales o similares (ze., x
= Mediana = Moda) cuando sus coeficientes de curtosis y simetria se aproximan a
cero. Asimismo, el ya mencionado Test de Kolmogorov-Smirnov es otra opcion para
evaluar la distribucién normal a nivel de una variable a la vez. Como una extension de
esta distribucion esta la distribucién normal bivariada, que fue explicada por Salkind
(2007):

La distribucién normal bi-variada surge cuando un par de variables (x;
) no solo son normales individualmente, sino que también lo son en
forma conjunta. La distribucion normal bi-variada puede ser visualizada
como una campana tridimensional. Esta distribucién puede ser extendi-

da tres o mas variables (p. 673).

Una representacion grafica de esta distribucion normal bivariada y estandariza-
da, se muestra en la Figura 3.8. En esta, se representan las dos variables que aparecen
al azar (x, ), las cuales tienen una correlaciéon y son normales en forma univariada y
bivariada. Cada una de ellas tiene un eje y el tercero es la probabilidad de ambas varia-

bles: P(x;, 7).
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Fignra 3.8 Distribucion bivariada

Pf, )

Para calcular la probabilidad de esta distribucién normal bivariada y estandari-
zada, se emplea la Ecuacion 3.6 (Weisstein, 2020, parr. 1). Para una discusién a fondo
acerca de esta ecuacion y esta distribucion, se recomienda consultar a: Kotz (2006)
y Salkind (2007), asi como la pagina de donde fue tomada la Ecuacion 3.6: Wolfram
MathWortld (véase: Recursos de internet).

1 . 'l 5
P(x, y) = |:2n0102 \/1_})2][6 ) _I (Ecuacion 3.6)

donde:
e P(x,)) = Probabilidad de ambas variables.

Las definiciones de sus elementos son:
R=(x=p)? /0= 2p e—p) ()—n) / 0707 + (y—pn)*/ O}

donde:
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* g = Valor estandarizado de ambas variables;

* p_= Promedio de la poblacion de la variable x;
*ou= Promedio de la poblacién de la variable y;

. OXZ = Varianza de la poblacion de la variable x;

. 0}2 = Varianza de la poblacién de la variable y;

* p = Correlacion (x, y) = Covarianza de (x,)) / O o,
* 0_= Desviacion estandar de la variable x;

* 0= Desviacion estandar de la variable y;

e m=3.1416...

e ¢=27183...

Otra manera en la que se manifiesta la normalidad de la distribucion bivariada
es mediante una elipse, que evidencia que tanto x como y estan distribuidas normal-

mente en forma univariada (Figura 3.9).

Fignra 3.9 Distribucion normal bivariada

Distribucion normal de x

(79p [ewIOU TOPNAIASI(]
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En resumen, para cumplir con parte de los requisitos de Cohen (1988) ambas
variables deben estar distribuidas normalmente (casos A y B), sin observaciones atipi-
cas. También, esta normalidad implica la carencia de observaciones atipicas (ze., datos
a nivel #nivariable que estén a |2] o |3| desviaciones estandar del x). Cuando existen
observaciones atipicas, estas disminuyen el 7 al cambiar la distancia entre los puntos y
la linea de mejor ajuste. La distribucién normal también se extiende a la distribucion
de ambas variables. Sin embargo, estd mas alla de los propésitos de este libro la esti-
macion de coeficientes para observar si la evidencia sustenta la normalidad bivariada.
Pero si se desea ahondar en el tema, se recomienda consultar a Cain, Zhang y Yuan

(2017) con su articulo acerca de la curtosis y la asimetrfa a nivel multivariado.

Fignra 3.10 Normalidad con areas de rechazo de la hipétesis nula y valores atipicos

(a) Caso: Distribucién de x

Area de rechazo Area de no-rechazo de la H, ) Area de no-rechazo de la H, ) Area de rechazo de
dela H, la H,
Area de valores atipicos Promedio de x Area de valores atipicos
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(b) Caso: Distribucion de y

Area de rechazo Area de no-rechazo de la H, Area de no-rechazo de la H, Area de rechazo de
dela H, la H
0
Area de valores atipicos Promedio de y Area de valores atipicos
Homocedasticidad

EN LA FIGURA 3.11 (CASO A), SE MUESTRA LA SITUACION DE HOMOCE-
dasticidad en una correlacion que implica no tener observaciones atipicas, asi que si
los datos lucen asi en una investigacién cabe la posibilidad de que se cumpla con este
supuesto. Al respecto, Salkind (2007, p. 215) defini6 la homocedasticidad, ze., homo-
geneidad de la varianza, como la constancia del error de la varianza a través de todos
los valores de x. Recordando: 1a distancia entre la linea de mejor ajuste y cada punto de la
correlacion es un error. Mas precisamente, las zonas sombreadas en ambas distribu-
ciones normales (casos A y B de la Figura 3.10) indican con valores criticos donde
estarfan los valores atipicos. Un valor atipico cambiaria la distancia entre los puntos y
la linea de mejor ajuste (véase: efecto de un valor atipico en la linea de mejor ajuste:
caso b; Figura 3.11).

También, la homocedasticidad se refiere a la distancia uniforme a la que estan

los diferentes puntos en el plano cartesiano respecto de la /Znea de mejor ajuste (caso a;
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Figura 3.11). En contraparte, la heterocedasticidad expresa que la distancia entre la linea
de mejor ajuste y los puntos no es uniforme (caso ¢; Figura 3.11). En este caso de he-
terocedasticidad, las distancias entre los puntos y la linea de mejor ajuste en un plano
cartesiano empiezan siendo uniformes, pero como se incrementan tanto los valores de
x como los de y, la distancia entre estos dos se va haciendo mas grande. Esta hetero-
cedasticidad serfa un impedimento para efectuar una correlacion entre estas variables.
Habria que transformar los datos de estas variables en caso de desear usar un test de
significancia o estimar intervalos de confianza (para las transformaciones, véase a:

Tabachnick, & Fidell, 2012). En sintesis, en la Figura 3.11 se muestran ejemplos de:

*  Distribuciéon de datos en el plano cartesiano con la linea de mejor ajuste, sin ob-
servaciones atipicas y de homocedasticidad (caso a);
*  Efecto de un valor atipico en la linea de mejor ajuste (caso b);

e  Heterocedasticidad (caso c).

No hay una distancia uniforme (forma de elipse) entre los puntos y la linea de

mejor ajuste.
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Figura 3.11 Homocedasticidad y heterocedasticidad

(a) Caso: sin observaciones atipicas y de homocedasticidad

(b) Con una observacion atipica
(el circulo indica la observacion atipica)

Con efecto en la linea de mejor ajuste

(c) Caso: heterocedasticidad
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t. Intervalo de confianza para la r de Pearson

COMO LA R DE PEARSON ES OBTENIDA DE UNA MUESTRA AL AZAR
para poder generalizar al p » de una poblacion, es recomendable estimar un intervalo
de confianza (1c), porque con ellos se calcula un margen de error (ME; margin of error,
Ze., un grado de imprecision de una estadistica para ilustrar cual serfa un parametro de
interés de una poblacién). Mas de esto: los IC permiten estimar el valor verdadero de
un parametro de una poblacién (eg., promedio, desviacion estandar y el coeficiente
P, entre otros). Recordando: un 1c esta constituido por una estadistica (eg., 7), que esta
usualmente en el centro del mismo, y dos brazos que representan el margen de error
hacia cada lado del centro (Figura 3.12).

Figura 3.12 Diferentes niveles de confianza en un 1c

—e—

| ME | ME |
Limite bajo r Limite alto
(a) 1c del 90% de confianza

| ME \ ME |
Limite bajo r Limite alto
(b) 1¢ del 95% de confianza

Estadistica elemental para Investigacion Educativa. Probabilidad, disttibuciones y correlacion 89



CAPITULO 3

| ME | ME |
Limite bajo r Limite alto
(c) 1c del 99% de confianza

El ME sefala la extension del 1¢ en donde probablemente se encuentra el valor

verdadero de la poblacion. El ME estd constituido por dos elementos:

Margen de error = Nivel de confianza deseado x Error estindar de una esta-
distica.

Nivel de confianza deseado: ¢ = 1.64 para un nivel de confianza del
90%; z = 1.96 para un nivel de confianza del 95%; y 7 = 2.58 para un
nivel de confianza del 99%.

. o 1 -
Error estandar de una estadistica: st e T (Ecuacion 3.7)
P

El nivel de confianza deseado se calcula en valores g (mas adelante se ilustran
estos procedimientos). Esta simple formula muestra que el tamafio del margen de
error depende del nivel de confianza y del error estandar de una estadistica. En pocas
palabras, entre mas alto sea el nivel de confianza deseado mayor serd el margen de
errot, ceteris paribus. Asimismo, entre mas grande sea el error estandar de una estadistica
(Ecuacién 3.7) mayor sera el margen de error, ceteris paribus. De nuevo: la férmula del
error estandar de una estadistica: st , = 1/ Jn-3, indica que entre mas grande sea la
muestra menor sera el error estandar, lo que se debe a que el tamafo de la muestra
se encuentra en el denominador de la férmula, que tiene una relacion inversa con el

cociente de esta (S ). De una muestra no se puede obtener el 100% de confianza,
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porque existe un error cuando no se tiene toda la poblacion. Este error es igual a la
diferencia entre los coeficientes de p Ptz

Cumming (2013) defini6 el margen de error como “La longitud de un brazo
de un IC” (p. 442). Esto implica que un IC tiene dos brazos con dos limites: el bajo y
el alto, que sefialan tanto donde probablemente se encuentra el valor verdadero de la
poblaciéon como donde no es probable que exista dicho valor verdadero: mas alld de
los limites bajo y alto. Otras cosas siendo iguales: entre mas extenso sea el 1c calculado
de una muestra, habra mas posibilidades de capturar el p "

El valor de una correlacién en una poblacion es fijo, ze., p »o Cierto coeficiente
que no cambia, cezeris paribus. Dificilmente, se podria saber el valor de dicho coeficien-
te, porque no se tienen, por lo general, los datos de toda la poblaciéon. Cuando existe
un censo, se supone que, si se tiene toda la poblacion, entonces si se puede calcular
un parametro sin necesidad de utilizar un 1c. Por otro lado, se podrian sacar varias
muestras de una poblacién y, de estas, estimar una serie de coeficientes 7 con los que
se puede crear una distribucion de muestras (i.e., sampling distribution of r), para estimar
cuil esel T ” de su poblacion. En contraparte, esta distribucion de muestras no serfa
normal (simétrica) cuando el valor del » de las muestras se aproxima a -1 o + 1 (Ze., al
valor absoluto de 1: | 1]), porque estos nimeros son los limites del Coeficiente 7. Al
tener estos limites el 7, se sesga la distribucién de muestras, porque no se puede ir mds
alla de -1 o + 1 (Figura 3.13). Porque la distribucion de muestras del 7, es asimétrica
cuando las muestras se acercan al valor | 1], también los 1c del 7 son asimétricos, Ze.,
las colas ya no son de la misma extension como cuando hay una distribucién normal
(Figura 3.13).
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Fignra 3.13 Distribuciones de muestras asimétricas del » de Pearson

1 +1
(a) 1C asimétricos del 95%
-993 -9 -.986 .986 993
© (d)

1C asimétricos del 95%

Para mostrar cémo se vuelve asimétrico/sesgado un 1c de un Coeficiente 7 (Fi-
gura 3.13), se utilizo la calculadora para obtener los limites del 1¢ (vassarstats.net/rho.

html) con #» =100 y = .99. Esta asimetria se puede calcular de la siguiente manera:

* .99 (» —.986 (limite bajo del ) = .004;
* 993 (limite alto del ) —.99 () = .003;

entonces, .004 # .003, y no es un IC simétrico.

Mas al respecto, se tendrfa también un 1C asimétrico cuando se usara el » = -.99
(Figura 3.13).

Siguiendo con el empleo de esta calculadora, se estimaron dos 1¢ del 95% y
99% para cinco tamafios de muestras y los tres tamafios de efecto que clasifico Co-

hen (1988): pequefio, mediano y grande, los cuales son una recomendacioén cuando
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no existen o son escasas las referencias acerca de algin campo del conocimiento en
las ciencias sociales (Tabla 3.6). Como se puede apreciar, los 1C son mas grandes para

tener un 99% de confianza en lugar de un 95%.

Tabla 3.6 Tamafios del ry sus 1c del 95% y 99%

Tamafio/ 7 30 50 100 500 1000

[.269, 444]  [.183, 368] [-.098, 29] [013, .186] 039, 160]

.10 Pequenio

[375, 534  [.268, 443]*  [.159, 346]*  [.015, 212]*  [019,.179]*

20 [.067,.595]  [.024,.533] [111, 468] [219, 377] 243, .355]
Mediano  ja4 Goerr 066,594 [048, 516%  [192, 4O1]F  [225, 372
50 [171, .728] [.258, .683] [337, .634] (432, 563]  [453,.545]
Grande [054,.779%  [175,.728)*  [281,.6701%  [409,.581]%  [437, .558]*

Nota: * = 1c del 99%.

En la Figura 3.14, se muestra cémo los 1c del 95% de los tres tamafios de efec-
to propuestos por Cohen (1988), se hacen mas pequefios conforme el tamafo de las
muestras se hace més grande (de 30 a 1000). En otras palabras, se vuelven mas preci-

sos con el aumento del tamafio de las muestras.
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Fignra 3.14 1¢ de los tres tamafios de efecto propuestos por Cohen (1988)

n 30 50 100 500 1000

Tamafio del efecto: .10

n 30 50 100 500 1000

Tamafio del efecto: .30

0.75

0.65
0.6

0.55
0.5 A
0.45

0.4
0.35

0.25
0.2
0.15

n 30 50 100 500 1000

Tamafio del efecto: .50

También, estos 1C se vuelven menos asimétricos conforme el tamafio de la
muestra se incrementa desde 30 hasta 1000 (Tabla 3.7). Esta asimettia se calcul6 igual-
mente que la anterior:

e  r—limite bajo del » (LB) = 4;
e Limite alto del 7 (LA) — r = 4,
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e Sison simétricos,a = b,o0 a— b= 0;

*  Sison asimétricos, 2 # b,0 a— b # 0.

Lo que se encontro es que todos los 1¢ fueron asimétricos.

Tabla 3.7 1c del 95% y 99%

n =30 n =50 7 =100 7 =500 7 =1000
Il I Il I I
= = = = =
° N ~ | N = | N ~ | N = | N ~ |
0 < < o < < -
§ 'é LEs L L Es Ll Es L L Es L L 2as
g | | [ Tl I [N —ll I [N n I [IERN —|1 I I s
F ol o3 U sz L s L 3= | 3=
5 S L S L
100 369 344 025 283 268 .015 .198 .19 .008 .087 .086 .001 .061 .06 .001

A0 475 434 .041 368 343 .025 .259 246 .013 .115 .112 .003 .081 .079 .002
300367 295 072 276 233 .043 189 .168 .021 .081 .077 .004 .057 .055 .002
30484 366 118 366 .294 .072 .252 216 .036 .108 .101 .007 .075 .072 .003
500329 228 101 242 183 .059 163 134 .029 .068 .063 .005 .047 .045 .002
S50 446 279 167 325 228 097 219 .17 .049 .091 .081 .01 .063 .058 .005

En la Figura 3.13, se muestra la diferencia entre los limites del 1¢ con el 2 (r— LB)
— (@A —7) = a—b. Los 1c, tanto del 95% como del 99%, comienzan siendo mas asimé-
tricos para el efecto grande (7.e., .50). Como se puede apreciar, conforme el tamafio de
la muestra aumenta (desde #» = 30 hasta » = 1000), los IC se vuelven menos asimétricos.
De hecho, esta asimetria converge hacia el cero cuando el tamafio de la muestra es 1000,

sin importar el tamafio inicial del efecto: .10, .30 o .50 (Figura 3.15).
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Figura 3.15 Relacion entre la asimetria del 1 y el tamafio de la muestra
0.18

0.16 N

0.14

0.12

0.1 1\

0.08 \

0.06 A~ \

0.04 " \:\\ \’\

0.02 0\\I\ \3‘\\

0

0 1 2 3 4 5
_e¢_ Pequefio g Pequeio p Mediano _ Mediano g Grande _g Grande
95% 99% 95% 99% 95% 99%

Nota: 1= (n=30);2= (n=50); 3= (n=100); y 4 = (n = 500).

La recomendacién para tener un 1C menos asimétrico, es tratar de obtener la
muestra mas grande que se pueda para poder capturar los parametros de una pobla-

cion (ceteris paribus).
Conversion de coeficientes r a valores 3

ADEMAS DE UTILIZAR TABLAS Y CALCULADORAS PARA CONVERTIR
un Coeficiente 7 en un valor z (e.g., véase Tabla 3.8), se puede emplear la transforma-
cion de Fisher para calcular los 1c para el 7 En la Tabla 3.8, se muestra en la columna
de la izquierda el valor absoluto del 7y su correspondiente valor absoluto de z.

Por ejemplo, el valor de |r| = .01 corresponde al de |z| = 0.01 en el area
sombreada. Del mismo modo, se pueden encontrar el resto de las transformaciones
del 7 en z. Por esta razén de los sesgos, Sir Ronald Aylmer Fisher desarrollé una
transformacion de la 7 de Pearson a la g de Fisher, para poder usar una distribucion de

muestras normal: R rangormads — Sn (1 + 7 —1In(1—-7)]. Aligual que con los Ic, en esta

96 Estadistica elemental para Investigacion Educativa. Probabilidad, distribuciones y correlacion



CAPITULO 3

transformacion se utiliza un Test g para algunos Test de Significancia Estadistica del
r. Para otros test del Coeficiente 7, el Test 7 se emplea también y ambos son ilustrados

mas adelante.

Tabla 3.8 Transformacion de Fisher dela rala g

|7 I 2] | 7 I 2] |7 ||
.01 0.01 .34 0.35 .67 0.81
.02 0.02 .35 0.37 .68 0.83
.03 0.03 .36 0.38 .69 0.85
.04 0.04 .37 0.39 .70 0.87
.05 0.05 .38 0.40 71 0.89
.06 0.06 .39 0.41 72 0.91
.07 0.07 40 0.42 .73 0.93
.08 0.08 41 0.44 74 0.95
.09 0.09 42 0.45 .75 0.97
.10 0.10 43 0.46 .76 1.00
A1 0.11 44 0.47 77 1.02
A2 0.12 45 0.48 78 1.05
13 0.13 46 0.50 .79 1.07
.14 0.14 47 0.51 .80 1.10
15 0.15 A48 0.52 .81 1.13
.16 0.16 49 0.54 .82 1.16
17 0.17 .50 0.55 .83 1.19
.18 0.18 .51 0.56 .84 1.22
.19 0.19 .52 0.58 .85 1.26
20 0.20 .53 0.59 .86 1.29
21 0.21 .54 0.60 .87 1.33
22 0.22 .55 0.62 .88 1.38
23 0.23 .56 0.63 .89 1.42
24 0.24 .57 0.65 .90 1.47
.25 0.26 .58 0.66 91 1.53
Continua...
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| 7] || | 7] || | 7] K4
26 0.27 59 0.68 92 1.59
27 0.28 60 0.69 93 1.66
28 0.29 61 0.71 94 1.74
29 0.30 62 0.73 95 1.83
30 0.31 63 0.74 96 1.95
31 0.32 64 0.76 97 2.09
32 0.33 65 0.78 98 2.30
33 0.34 66 0.79 99 2.65

Cuando r = 0, también z = 0. Cuando »=1 o -1, no se puede calcular el valor
z, porque la férmula no funciona para este tipo de operacion, ya que el valor g se va
al infinito. En la Tabla 3.8, se muestran los valores absolutos, asi que solo hay que
agregar el signo negativo a ambos valores para cubrir el lado negativo de la distribu-
cién de muestras g. También, los valores de ambas columnas fueron redondeados a
dos digitos, asi que con esto se pierde precision. Por lo tanto, estas transformaciones
de los valores ra g (para esta tabla en particular) y viceversa, se deben tomar como

aproximaciones solamente.

Pasos para calenlar un 1¢ de un Coeficiente r

LOS PASOS PARA CALCULAR UN 1c DE UN COEFICIENTE R, ES TRANS-

formar el r a un valor g, usando la ya antes mencionada férmula:

calculado

R afomets — 0 1 (L + 1) =In (1 =7)]. (Ecuacion 3.8)

El segundo paso es establecer un nivel de confianza, e.g., 90%, 95% o 99%. El
nivel de confianza mas comuin es el 95%. El tercer paso es buscar en una Tabla de
valores g el valor g __. . que corresponde al nivel de confianza, pero con la explicaciéon

de que los 1C tienen dos brazos, as{ que el nivel de confianza se tiene que dividir entre
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dos para crear un 1C simzétrico para el valor z. El cuarto y dltimo paso es calcular los dos

brazos del 1c.

Ejemplo de los pasos para calenlar un 1C de un r

DE NUEVO, EL PRIMER PASO (TRANSFORMACION DEL R EN EL Z: TO-
mando uno de los ejemplos anteriores, para usar el procedimiento de la férmula de
transformacion de Fisher). Se tiene un »= .98 y » = 25:

Sustituyendo el valor de .98 en la Ecuacion 3.8:

R gomats — > (1 +.98) —In (1 —.98)]
=.5[In (1.98) — In (.02)]
=.5[.683 - (=3.912)]
=.5[4.595]
=2.297.

z transformado
< transformado
z transformado

< transformado

Para verificar el resultado anterior, se puede utilizar la Tabla 3.8, en la cual el »
de .98 es aproximadamente un R angomado — 2-30-

El segundo paso es establecer el nivel de confianza: para este ejemplo, se elige el
95% de confianza, porque es el tradicional en algunas ciencias sociales.

El tercer paso es una busqueda en una Tabla de valores z del valor corres-
pondiente al nivel de confianza: para el 95% de confianza, le corresponde un alfa de
.05 (i.e., este alfa de .05 cubre un 4rea del 5% de una curva normal). Ahora, se divide
entre dos: .05 / 2 = .025, porque ambos brazos tienen la misma extension, ze., es un
1 simétrico de un valor 2. Asimismo, a este o / 2 = .025 le corresponde un valor g de
1.96. Mas al respecto, el area que no cubre este nivel de confianza es del 5% (100% —
95%). A esta area que no converge con el Ic, le corresponde el area de rechazo de la

distribucion de muestras g (Figura 3.16).
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Figura 3.16 Distribucion de muestras e 1¢ del 95%

Area de rechazo Area de no-rechazo de la H ) Area de no-rechazo de la ) Area de rechazo de
dela H, la H
0
o/2=.025 Promedio de y o/2=.025
z=1.96 z=1.96
@
1c del 95%
Z LB y z LA

(b)

Nota: ., = Limite bajo del 1¢; X = Promedio de lamuestra; y 3 = Limite alto del 1c (estos

> LA

limites seran usados enseguida).

El cuarto paso es calcular el 1c con los dos brazos, que son el limite bajo (LB;
lower limi?) y el limite alto (LA; #pper linrif). El limite bajo del 1¢, es el valor mas pequefio
que probablemente tendra un parametro de la poblacién. Similarmente, el limite alto
es posiblemente el valor mas grande que tendra un parametro de la poblacién. Los
valores mas alld de las colas, se consideran poco probables (< .05). Para calcular los 1c,

se utilizan las siguientes dos férmulas (ecuaciones 3.9 y 3.10):
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(Ecuacion 3.9)

— .
z o z lmﬂ;/"omm(/y_ z critico /| 100 X \/ n-3 ’

(Ecuacion 3.10)

— 1
z L1 z transformado + z eritico | 100 X \/” -3 4

donde:

* g, = Valor estandarizado del limite bajo;

* ., = Valor estandarizado del limite alto;

R angormads — Valor estandatizado de la transformacién del »de Pearson, eg., usando
la Tabla 3.8;

R e / 100 — Valor estandarizado critico que se eligio, e.g., ¥ = 1.64 para un nivel de
confianza del 90%; £ =1.96 para un nivel de confianza del 95%; y ¢ = 2.58 para un
nivel de confianza del 99%;

e n=Tamafio de la muestra.
Usando los datos del ejemplo anterior (7= .98, se convirtidenel g, = = 2.2906):

Limite bajo: 3= 2297 - (1.96 x1 / b5-3)
=2297-(1.96x1/22)
=2297-(1.96x 1/ 4.69)
=2.297 - (1.96 x .21)
=2.297 — 4116

Limite bajo: = 1.89 (redondeando).

Nota: para el limite alto son las mismas operaciones del limite bajo (pero se

suma en lugar de restar).

Limite alto: g = 2.297 + .4116
Limite alto: ¢ = 2.71 (redondeando).
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En resumen, con los valores g, el 1¢ del 95% del es igual al expresado en

calonlads
valores z: [1.89, 2.71]. Recordando: 1os corchetes se emplean para indicar un 1c. También,
este IC se puede calcular en valores 7 al revertir el procedimiento anterior: de valores
g a valores . Las siguientes féormulas muestran la forma para transformar valores g
en valores 7 (ecuaciones 3.11 y 3.12): en estas, se utiliza el nimero ¢ (2.71828...), que
es una constante usada en matematicas. Por el momento, ¢ es redondeado a 2.72 para

simplificar el ejemplo y ser elevado a cierta potencia:

r,= @3, -0/ @3+ (Ecuacion 3.11)
r,=@ =D/ @5, (Ecuacién 3.12)
donde:

* r = Valor rdel limite bajo;

e r = Valor rdel limite alto;
e ¢= 272 (redondeando);
R Valor z del limite bajo;
s .= Valor z del limite alto.

Usando los valores del ejemplo anterior para el limite bajo (g L= 1.89):

ro,=QI2PE_T) [ 27223+ 1)
= (2723 -1)/ (2723 + 1)
=4392-1/4392+1
=42.92 / 44.92

r =.96.

I

Utilizando los valores del ejemplo anterior para el limite alto (3, = 2.71):

Fo= (2727227 21) / 272222+ 1)
= (2725%2-1)/ 2725+ 1)
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=226.65—-1/226.65+ 1
= 225.65 / 227.65
r =.99.

En concreto, elic del 95% del z, .~ es igual a: [.96,.99]. Dado que el 7,
es .98, su IC es asimétrico (Figura 3.17), porque la diferencia entre el limite bajo y el
promedio es mayor que la diferencia entre el limite alto y el promedio: (98 — .96 =
02) > (.99 — .98 = .01). La simetria se debe a que el 7= .98 esta cercano a 1, el cual es

el limite.

Fignra 3.17 Intervalo de confianza asimétrico del 95%

r =.96 r =98 r =.99

LB calcnlado LA

Nota: las distancias de los limites al 7 calculado son solamente para ilustrar la asimetria del 1c.

g. Test de la hipotesis nula

UNO DE LOS SUPUESTOS PARA UTILIZAR ANALISIS DE SIGNIFICAN-
cia, es que la muestra sea representativa para poder hacer la generalizacion de la po-
blacién, lo que significa que las caracteristicas de una o varias muestras son similares a
las de la poblacion de donde se extrajeron al azar. Se debe enfatizar que debe ser una
muestra extraida al azar de una poblacion de interés, de la cual cada individuo, objeto
u observacion tengan la misma oportunidad de ser seleccionados. Para poner a prueba
una hipétesis nula de la » de Pearson, hay que usar una distribucion de muestras (Figura
3.18), la cual representa a todas las muestras posibles de cierto tamafio de una estadis-
tica. Una distribuciéon de muestras tiene una distribucién aproximadamente normal,

simétrica y asintotica (Ponce, 2019).
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Fignra 3.18 Distribucion de muestras

XXX X
/N /NN /N /NN
OO TS

> >

e u distribucién de muestras + ©
Error estandar (SE)

Nota: las cruces representan muestras del mismo tamaifio extraidas de una misma poblacion
para ser agregadas a una distribucién de muestras. El error estandar (SE) es equivalente/analo-
2o a la desviacién estandar de una distribucién normal.

En particular, para la distribucién de muestras del 7 de Pearson, se hablarfa de
todas las muestras posibles de cierto tamafio. Sin embargo, no se puede utilizar el Teo-
rema de Tendencia Central (véase: Ponce, 2019) sin considerar, primero, el tamafio y
el signo del 7, porque la distribucién de muestras del »de Pearson no es asintotica (z.e.,
no se va al infinito sin tocar el eje de las x). De hecho, la de Pearson tiene dos limites:
-1y +1. Por lo tanto, la distribuciéon de muestras de la » de Pearson cambia su forma
de acuerdo con el tamafio del coeficiente y su signo. Lo anterior quiere decir que, si
el signo del 7 es negativo y este disminuye su tamafio, la distribucién de muestras se
sesga hacia el lado negativo, cezeris paribus (Figura 3.19). También, cuando el 7 cambia de
signo y aumenta su tamafio, la distribucién de muestras se sesga hacia el lado positivo.
En resumen, si la estadistica del 7 se aproxima a -1 o a +1, la distribucién de muestras
se sesga, ceferis paribus. Otro elemento a considerar para la magnitud de la asimetria en
un IC, es el tamano de la muestra. Como se habia mencionado, entre mas grande es la

muestra menos asimétrico es el 1c.
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El caso contratio es cuando la distribucion de muestras tiende hacia el cero y,
entonces, esta tiene una forma aproximadamente normal (Figura 3.19). Sin embargo,
se emplean la transformacion de Fisher y los Test 7y g con sus correspondientes dis-

tribuciones de muestras, para poner a prueba las hipotesis nulas del Coeficiente 7.

Figura 3.19 Distribucion de muestras asimétricas y aproximadamente normal del rde

Pearson

@) (®) ©

Generalidades para poner a prueba una hipétesis nula

EL PONER A PRUEBA UNA HIPOTESIS NULA, SE PUEDE REALIZAR
mediante una serie de pasos. El primero es: establecer la o las preguntas de investigacion. Po-
siblemente, la interrogante que podtia venir a la mente cuando se habla de correlacio-
nes y del Test de Significancia Estadistica serfa: sexiste una relacioén estadisticamente
significativa entre la variable x y la variable y? Esta pregunta podria ser especialmente
apropiada cuando no existen antecedentes en la teorfa o la literatura. En contraparte,
cuando existen antecedentes (e.g., pardmetros hipotéticos de una poblacién), se puede
hacer una comparacion entre lo que habia sido hallado por otros y lo que una inves-
tigadora o un investigador han encontrado. Lo anterior se podtia expresar asi: ¢existe
una diferencia estadisticamente significativa entre el Coeficiente de Correlacion de la

Poblaciéon y el de la Muestra?
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Un segundo paso es: derivar las hipdtesis de la o las preguntas de investigacion. Enton-
ces, se tiene la siguiente interrogante: sexiste una relacion estadisticamente significativa
entre la variable x y la variable y? La derivacion de las hipétesis, se puede hacer para
una o dos colas.

Dos colas:

e Poblacion:

*  Hipdtesis nula (H): p = 0 (Ze., no existe correlacion entre dos vatiables en la
poblacion. Este tipo de test suele ser exploratorio, porque no se ha estipulado
el signo de la correlacién ni la magnitud; serfa mas apropiado utilizar un test
#, porque no se asume una correlacién dentro de la poblacion; véase: Hinkle
et al., 2003);

*  Hipodtesis alternativa (H ): p # 0 (.e., existe correlacién entre dos variables en

la poblacion).
e Muestra:

* Hipdtesis nula (H): » = 0 (i.e., no existe correlacion entre dos variables en la
muestra);
*  Hipdtesis alternativa (H ): 7 # 0 (i.e., existe correlacion entre dos variables en

la muestra).

Una cola:
e Poblacion:
¢ Hipotesis nula (H ): p = 0;
*  Hipdtesis alternativa (H ): p < 0 (la correlacion en la poblacion es menor que
cero y, por lo tanto, es negativa); o
*  Hipdtesis alternativa (H ): p > 0 (la correlacion en la poblacion es mayor que
cero vy, por lo tanto, es positiva).

*  Muestra:
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* Hipotesis nula (H ): = 0;

* Hipdtesis alternativa (H ): » < 0 (la correlacion en la muestra es menor que
cero y, por lo tanto, es negativa); o

* Hipdtesis alternativa (H ): » > 0 (la correlacion en la muestra es mayor que

cero y, por lo tanto, es positiva).

Asimismo, si existe informacion de la literatura o alguna otra fuente, se puede
especificar un valor para este parametro de la poblacion. En este caso, se puede hacer
una pregunta de investigacion como la siguiente: ¢existe una diferencia estadisticamen-
te significativa entre el Coeficiente de Correlacion de la Poblacion y el de la Muestra?

Dos colas:

e Poblacion:

*  Hipdtesis nula (H ): p = Valor en especifico (i.e., para esta hipotesis, los limites
de p son de -1 a +1; en este tipo de casos, serfa mas apropiado el uso de un
Test z; véase: Hinkle ez a/., 2003);

*  Hipodtesis alternativa (H ): p # Valor en especifico (z.e., esta hipotesis estipula

que el parametro de la poblacién no es lo que especifica la hipotesis nula).
*  Muestra:

* Hipdtesis nula (H): r = Valor en especifico (ie., la estadistica de la muestra
corresponde con el parametro de la poblacion);
* Hipdtesis alternativa (H ): » # Valor en especifico (ie., la estadistica de la

muestra no corresponde con el parametro de la poblacion).

Cuando se trabaja con muestras y sus correlaciones, se pueden cometer los
errores tipo 1y 11 (véase: Ponce, 2019). También, se debe tomar en cuenta el poder es-
tadistico (para mas informacién al respecto, véase: Cohen [1988] y Ponce [2019], para

una discusion comprensiva al respecto):
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El error tipo 1 es la probabilidad de rechazar una hipétesis nula cuando es cierta:

esto pasarfa cuando se encuentra una probabilidad < alfa, con lo que se

calculada
concluirfa que hay una diferencia estadisticamente significativa en la muestra vy,
por ello, se rechazé la hipotesis nula, a pesar de que no existe correlacion entre las
variables en la poblacion;

También, el error tipo 11 es la probabilidad de no rechazar o de fallar en rechazar
la hipétesis nula cuando es falsa. Este error sucede cuando en la muestra, se en-

contr6 que la probabilidad 2 alfa, y, entonces, se falla en rechazar la hipotesis

calculada
nula, a pesar de que en la poblacion existe correlacion entre las variables;

Por dltimo, el poder estadistico es la probabilidad de rechazar una hipétesis nula
cuando es falsa. Esta probabilidad del poder estadistico debe ser, por lo menos,

del 80%, segin Cohen (1988).

La nota anterior acerca de los tipos de errores al usar muestras en un test de

correlacion, se resume en la Tabla 3.9.

Tabla 3.9 Errores tipo 1y 11 en la correlacion de Pearson

Tipos de error Test z de Significancia Estadistica Realidad: nivel de poblacién

Tipo 1: probabilidad de re-  una muestra donde la probabilidad

Este error ocurre cuando se encuentra en

7= 0. Por lo tanto, la hi-
. - calculada T T
chazar una H, cierta. Bste < alfa; por lo tanto, se rechaza la hipétesis  pétesis nula es cierta en la

error se comete cuando se  nula. Entonces, los resultados apoyan la poblacién y, sin embargo,
rechaza una hipétesis nula hipétesis alternativa, lo que quiere decir que  se rechazé, cometiendo el
que es cierta. r>00r<0 (para una cola) y » # 0 (para errof tipo 1.
dos colas).

Tipo 11: probabilidad de  Este error sucede cuando se encuentra que 77 0. Por lo tanto, la hi-

no rechazar una H falsa.  la probabilidad = alfa; por lo tanto, potesis nula es falsa en la
Este error se comete no se rechaza la hipétesis nula. Entonces,  poblacién y, sin embargo,
cuando no se rechaza una  los resultados apoyan la hipdtesis nula, lo no se rechazé, cometiendo

hipétesis nula que es falsa. cual quiere decir que 7= 0. el error tipo 11.

El tercer paso es: establecer el criterio para rechazar la hipdtesis nula (i.e., el nivel del alfa:

o). Para poner a prueba la hip6tesis nula, hay que elegir un nivel del alfa (eg., o = .01,

.05 0.10). El mas comun es el o = .05 para la investigacion educativa. Este alfa o nivel

de significancia ayuda a establecer las zonas de rechazo y de no-rechazo de la hip6tesis

nula (Figura 3.20a: el area sombreada es la zona de rechazo de la hipotesis nula, y la
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no-sombreada es la region de no-rechazo o de fallar en rechazar para una y dos colas).
Al mismo tiempo que se elige este nivel de significancia, se selecciona si serd un test de
una o dos colas. Se suele elegir un test de dos colas cuando no se sabe si la correlacion
(r) va a ser mayor 0 menor que cero, ¢.g., en un test exploratorio.

Contrariamente a esto, se elige una cola cuando se anticipa que un valor en es-
pecifico para el 7 o una correlacion, va a ser positivo (r> 0) o negativo (r < 0) (figuras
3.20b y 3.20c). Con la eleccion del alfa de una o dos colas, se puede establecer un valor
critico en una Tabla de valores 70 z, 0 una calculadora en linea. De nuevo, el Test 7 se
suele emplear cuando se especifica el cero como el parametro de una poblacion, ze.,
no existe correlacion entre las variables. En este caso, en la Figura 3.20 se representa
una serie de distribuciones de muestras con valores 7y g, que son aproximadamente
normales y sirven para poner a prueba el . Un Test g, se usa principalmente para evitar
un sesgo en la distribucién de muestras cuando el 7 de la muestra esta cercano al valor

de -1 o +1. Ambos test son ejemplificados mas adelante.
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Figura 3.20 Distribucion de muestras con areas de rechazo y no-rechazo de la

hipétesis nula para la 7 de Pearson para una y dos colas para Test 7y z

(a) Dos colas

Area de rechazo Area de no-rechazo de la H, ) Area de no-rechazo de la H, Area de rechazo de
dela H, laH
0
Valor critico o / 2 Valor critico o / 2

(b) Cola derecha

Area de rechazo de

Area de no-rechazo de la H,
laH,

0 Valor critico: a
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(c) Cola izquierda

Area de rechazo de Area de no-rechazo de la H )
laH,

Valor critico: o 0

El cuarto paso es: caleular el valor de la prueba estadistica (test statistic). Una vez que
se ha establecido el criterio, se calcula el 7 de Pearson de la muestra. Luego, para so-
meterlo a un Test 70 g, se cambia: de ser un Coeficiente 7 pasa a ser un Coeficiente #
0 %. Para el Test 7 se utiliza la siguiente férmula para convertir un Coeficiente 7 a un

valor ¢, e, = r[J (n-2) / (1 - r2) |. Este valor # también es el # el cual se compara

calculado®
conel? . (ie., este procedimiento es explicado mas adelante en detalle). Un ejemplo

critico

heuristico para transformar el ren el 7 es el siguiente (Ecuacion 3.12):

calculado’

Se tiene: 7= .05y n = 20:

n-2) : 2
! cleuindo — [ / El - r2)] (Ecuacién 3.12)

Sustituyendo-
caleulado [\/m ) ]
? cateutado — 05 [V (18)/ (1 - .0025)]
? cteuado — 05 [V (18)/ (0075)]
! ot = wmj
? outnae — <05 [4.2479]
? cicutndo — 0-2123.
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También, se puede emplear la calculadora en linea: https://www.psychometrica.
de/correlation.html. En este caso, esta calculadora comparé el » = .05 con » = 20 y df
= n—2 (df = Grados de libertad: para una discusién mas profunda sobre este tema,
se recomienda consultar a: Helen [1940]) contra una correlacion = 0, bajo la categoria
Testing Linear Independence (Testing against 0), la cual se podria traducir como: Poner a
prueba la independencia lineal (Prueba en contra de 0). En definitiva, el resultado fue:

deutnds = 0-212 con una probabilidad de 417 (para una cola) y .834 (para dos

colas). Con esta informacion, se puede pasar a los criterios para comparar dicho 7

calculada

calculado

conel?  queson:

critico

e ¢/ < ¢ _:no rechazar/fallar en rechazar la hipitesis nula. La conclusion es

caleulado eritico

que probablemente no existe correlacion en la muestra: 7 = 0; por lo tanto, p =

0. Lo anterior implica que el p = un alfa. En otras palabras, los resultados

calculado
apoyan la hipotesis nula;
e 7 >t :rechazar la hipotesis nula. La conclusion es que probablemente exis-
calenlado critico
te correlacion en la muestra: 7 # 0; por lo tanto, p # 0. Lo antetior implica que la

probabilidad "

alternativa;

s < un alfa. En otras palabras, los resultados apoyan la hipotesis

*  En este caso, y como se usé la calculadora que no proveyo6 un # se compara

eritico’
un alfa tradicional de .05 con dos colas (.05 / 2 = .025) con la correspondiente
probabilidad calculada de dos colas (.834), i.e., alfa .025 < p = .834, asi que no se
rechaza la hipétesis nula, porque la probabilidad es mas alta que el alfa y se asume

que la correlacion de » = .05 no es diferente de 0.

Para el Test g, se usa la transformacion de Fisher. Mas al respecto, Apa (2015)

explico que:

Transformacién de Fisher de la 7 a la 2 es un procedimiento estadis-
tico para convertir el Coeficiente de Correlaciéon Producto Momento
de Pearson a un escore estandarizado g con el propdsito de evaluar si

la correlacion es significativamente diferente de cero. El test es util en
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proveer una estadistica/estimacion distribucion (llamada el valor trans-
formado de Fisher o el g de Fisher) que puede ser utilizado en poner a

prueba la hipotesis o en crear intervalos de confianza (p. 423).

Antes de entrar en las transformaciones, los logaritmos son explicados breve-
mente para la transformacion del 7en g con su férmula. Un logaritmo es un exponente
al que se eleva un numero, que sirve como base para la obtencion de otro nimero
determinado. Un ejemplo es que el logaritmo de 100 con el nimero 10 como base,
es 2y se escribe: Lgg, 100 = 2. Para comprobar lo anterior, se realiza lo siguiente: 107
= 100. Un logaritmo responde a la pregunta: ¢a qué potencia se debe elevar la base
para obtener el numero en cuestion? Otro nimero que se emplea como base en los
logaritmos, es 2.71828183... = ¢, que es irracional, porque sus decimales se extienden
al infinito y también no hay manera de expresarlo con una razén/fracciéon. Un ejemplo
de razén es el nimero .50, que si puede ser expresado como una fraccion: '/, = .50.
Para los ejemplos de esta seccion, se redondea el ¢ a 2.72 por simplicidad. Asimismo,
cuando se utiliza el nimero ¢, se abrevia como Iz en lugar de Log. Por ejemplo, In 10 =
2.30. Lo anteriort, se demuestra como: 2.72 *** = 10. En palabras, el logaritmo natural
de 10 es 2.30, ya que al elevar el nimero ¢ a la 2.30 potencia, dara como resultado: 10.

Habiendo explicado previamente un logaritmo, la férmula de Fisher para la
transformacion del 7 en g, mencionada anteriormente, es la siguiente (Ecuacion 3.8):

R rangormads =+ I (1 +7n—1In(1-7n] (Ecuacion 3.8)

donde:

*  In = Logaritmo natural cuando se usa de base el nimero ¢ = 2.71828183...;

e r= Coeficiente de correlacion que se calculd en el andlisis y se esta transformando;
S In (1 +.05) —In (1 -.05)]

=.5[In (1.05) — In (95)]

=.510.0488 — (—0.0513)]

.510.1001]

= 0.05005.
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Una vez que se ha transformado el ral g, es necesario calcular el error estaindar

de la estadistica. En este caso, la estadistica es la r de Pearson, pero el error estandar

(SE ) se obtiene en términos de un valor 3. En corto, la formula es: 56 =1 [ n-3
(n = Tamano de la muestra). Este error estandar es sensible al tamafio de la muestra y

tiene una relacion inversa con esta ultima.

Sustituyendo:

SE = 1/J20-3
SE = 1/4.123
SE_ = 0.2425.

Luego, se estima el g de la siguiente manera:

calculado

_ (Z transformado S - Z parametro de poblacién)

< calculado SE{? > (ECuaClOn 3.1 3)

donde:
* z .. = puede ser algin parametro hipotético de una poblacion con la que se
de la poblacién
estda comparando la estadistica de la muestra, ¢g., cero o cualquier otro valor que
tenga algiin antecedente tedrico o en la literatura;

* SE_S= Error estandar de la distribucién de muestras del » de Pearson.
Sustituyendo:

2 cteunge = (0.05005 — 0) / 0.2425 = .2063.

Para confirmar este resultado, se puede emplear la calculadora en linea: https://
www.psychometrica.de/correlation.html. En este caso, esta calculadora comparé el » =
.05 con # = 20 contra una correlacion = 0, bajo la categoria Testing Correlations against a
Fixed 1 alue,1a cual se podtia traducir como: Poner a prueba las correlaciones en contra
= 0.206 con una probabilidad

de .418 (para dos colas). Con esta informacion, se puede pasar a los criterios para

de un valor fijo. En definitiva, el resultado fue: g

calculado
calculada

comparar el conel g .. . queson:

calculado
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z < 2 :no rechazar/fallar en rechazar la hipétesis nula. La conclusion es

calenlado eritico

que no existe correlacion entre las variables: 7= 0;

z >z :rechazar la hipotesis nula. La conclusion es que existe correlacion
calenlado eritico

entre las variables: 7 # 0 para un test de dos colas; para uno de una cola: 7 < 0 o

r>0;

e Eneste caso, y como se utiliz6 la calculadora que no proveyé un g, se compara

un alfa tradicional de .05 con dos colas (.05 / 2 = .025) con la correspondiente
probabilidad calculada de dos colas (418), ie., alfa .025 < p = 418, asi que no se
rechaza la hipétesis nula, porque la probabilidad es mas alta que el alfa y se asume

que la correlacion de » = .05 no es diferente de 0.

El quinto paso es: Jevar a cabo un intervalo de confianza, que se explicd previamente
en la seccion Pasos para calenlar un 1C de un Coeficiente r. Bajo la https:/ /www.psychometri-
ca.de/correlationhtml con Calenlation of Confindence Intervals of Correlations, se obtuvo un
ic ., de [-0.401, .482]. Con este Ic, se puede concluir que el rde la poblacion tiene un
95% de probabilidades de aparecer en este rango. Este resultado del 1c apoya el Test de
Significancia Estadistica, porque el rango pasa por el cero, asi que cabe la posibilidad
de que el rsea cero a nivel de la poblacion.

El sexto paso es: nterpretar los resultados del r de Pearson. La interpretacion se
suele hacer para los resultados que arrojen los analisis y lo que algunos teéricos han
explicado con respecto al tamafio de algin efecto, como el 7, e.g., Cohen (1988). Lue-
go, se pueden comparar dichos resultados con lo que han encontrado otras y otros
investigadores. La recomendacién a las y los investigadores, es que utilicen las refe-
rencias del marco tedrico de su investigacion, para datle significado a lo que hallaron.
En la Tabla 3.10, se muestra un resumen de la serie de pasos antes explicados para

poner a prueba la hipotesis nula.
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Tabla 3.10 Pasos para poner a prueba una hipdtesis nula

Pasos Test # Test

¢Existe una relacion estadisti-  ¢Existe una diferencia estadisticamente

1.° Establecer la o las pregun- P o .
/1 camente significativa entre la  significativa entre el Coeficiente de Corre-

tas de investigacion

variable xy la variable y? lacién de la Poblacion y el de la Muestra?
Poblacién: Poblacién:
H;r=0 H: r= Cierto valor
2.° Derivar las hipdtesis de la H:r#0 H : r# Cierto valor
0 las preguntas de investigacion Muestra: Muestra:
Hir=0 H, r= Cierto valor
H:r#0 H : r# Cierto valor

Las opciones tradicionales
son: .01, .05 y.10, y con los
dfidentificar en una tabla el

3.° Establecer el criterio para
rechazar la hipdtesis nula: el
nivel del alfa (a)

Similarmente, las opciones tradicionales
son: .01, .05y .10, y le corresponden los

alor 7 valores z de 2.58, 1.96 y 1.69
v :

itico

4.° Calenlar el valor de la _ _

* = * Z =
prueba estadistica (test sta- calculado calenlads

tistid) rNe-2)/1-7 R sanstormad = %) / SE

El nivel de confianza tradicional es del 95%, lo que quiere decir que de

2L it .
> /em;d m@ Zm intervalo 100 muestras que se tomen del mismo valor, 95 de ellas tendran el valor
e confianza real de la poblacién (ver ecuaciones 3.9 y 3.10).

La interpretacion se suele hacer, en primera instancia, para los resulta-
dos que arrojen los andlisis y lo que algunos tedricos han explicado con
respecto al tamafio de algun efecto, como el 7, e.g., Cohen (1988). Luego,
se pueden comparar estos resultados con lo que han encontrado otras y

6.° Interpretar los resultados
del r de Pearson

otros investigadores

g. Un Test 7 de la hipotesis nula para la » de Pearson

EL EJEMPLO HEURISTICO CON LA DISTRIBUCION DE MUESTRAS Y
valores 7 es el siguiente: una investigadora educativa o un investigador educativo tie-
nen la siguiente pregunta: Jexiste una correlacion estadisticamente significativa entre
el ausentismo escolar y la edad de los estudiantes universitarios? La investigadora o
el investigador no encuentran teorfas o antecedentes en la literatura, que expliquen y
correlacionen las variables del ausentismo y la edad. Por esta razon, su estudio es ex-
ploratorio y no tiene una expectativa clara del signo de la posible correlacion. La investi-

gadora o el investigador logran recolectar los datos de ambas variables de una muestra
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(n = 24) elegida al azar de una poblacién de alumnos universitarios. Siguiendo la lista

de los pasos, llenan el siguiente procedimiento:

1.°

Establecer la o las preguntas de investigacion, e.g., una interrogante se puede estipular sin
mencionar la significancia estadistica: ¢existe una correlacién entre el ausentismo
escolar y la edad de los estudiantes universitarios? Por otro lado, serfa mas precisa
si se plantea desde la perspectiva de la significancia estadistica, ze., ¢cexiste una
correlacion estadisticamente significativa entre el ausentismo escolar y la edad de
los alumnos universitarios? Asimismo, es necesario establecer una pregunta de
investigacion relacionada con el tamafo del efecto (¢. Cumming, 2013). Esta inte-
rrogante serfa contestada después de la pregunta de significancia estadistica: ¢cual
es el tamafo del 7

Derivar las hipdtesis de la o las preguntas de investigacion de significancia estadistica. En los
Test de Significancia Estadistica de este tipo, se asume que no hay correlacion a
nivel de poblacion, ze., p = 0. Como no hay antecedentes, es un estudio explorato-
rio, y, por lo tanto, no se asume que de existir la correlacion sea positiva o negativa.
Entonces, el test de dos colas es el apropiado, porque la hipétesis alternativa no

especifica el signo de la correlaciéon debido a que es un estudio exploratorio:

Las hipotesis a nivel de poblacion:

Las hipotesis a nivel de muestra:

Hyr=0;
Hr#0.

Establecer el criterio para rechazar la hipdtesis nula: el nivel del alfa (). Se opta por la pro-

babilidad tradicional de un alfa de .05. Como se tienen dos colas, el alfa se divide

Estadistica elemental para Investigacion Educativa. Probabilidad, disttibuciones y correlacion 117



CAPITULO 3

4.°

118

entre dos: .05 / 2 = .025. Asimismo, los grados de libertad (d)) se calculan asi: #
— 2, dando como resultado df = 24 — 2 = 22. Con estos datos, se va a la Tabla de
distribucién # para identificar el valor critico: # . . En la Tabla 3.11, se muestra
una parte de una Tabla de distribucién 7 donde se identifica en la columna de la
derecha el alfa que corresponde a .025 (.05 / 2), en color gtis, y los df = 22, en el
renglon que también aparece en color gris. Dadas estas coordenadas, el 7 . es:
2.074.
Tabla 3.11 Extracto de una Tabla de distribucion #

Coeficiente Alfa

df 0.10 0.05 0.025
1 3.078 6.314 12.076
2 1.886 2.920 4.303
3 1.638 2.353 3.182
4 1.533 2.132 2.776
5 1.476 2.015 2.571
6 1.440 1.943 2.447
7 1.415 1.895 2.365
8 1.397 1.860 2.306
9 1.383 1.833 2.262
10 1.372 1.812 2.228
11 1.363 1.796 2.201
12 1.356 1.782 2.179
13 1.350 1.771 2.160
14 1.345 1.761 2.145
15 1.341 1.753 2.131
16 1.337 1.746 2.120
17 1.333 1.740 2.110
18 1.330 1.734 2.101
19 1.328 1.729 2.093
20 1.325 1.725 2.086
21 1.323 1.721 2.080
22 1.321 1.717 2.074

Calenlar el valor de la prueba estadistica. Para ello, se usa la siguiente formula (Ecuacion

3.14) y el procedimiento:
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Se tiene: r= 30y n = 24:

? cateutado — ’"[ (2-2) ]; (Ecuacion 3.14)
1-r?
sustituyendo:
Z‘cﬂlculado = [ (24 2 /(1 - 302)]
? caeatado — 0 [V(22)/ (1-.09) ]
4 calculado = [W ]
z caleulado [m]
4 calculado = [4 92]
z calculado =1.48.
Nota:un ¢, . se reporta con los grados de libertad: 7, =148y df = 22.

Mas al respecto, este 7 (1.48) se puede transformar en una probabi-

calculado

lidad , usando una calculadora en linea: http://www.socscistatistics.com/pvalues/

tdjstrilictil(‘;i.aspx

Esto se hace al ingresar este 7, . los df = 22, el alfa = .05 y seleccionando
corresponde a una hipotesis alternativa de dos colas: H :
eutnast - 193 (redondeada es .15). En la Figura

y su correspondiente probabilidad en

calculada

dos colas, porque este 7

calculado

p # 0. El resultado es una probabilidad
3.21, se muestra la ubicacién del #

calculado

una distribucién de muestras con respecto a los valores criticos.
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Figura 3.21 Test t de dos colas

@
Rechazo de la H, No-rechazo dela H, 0 No-rechazo dela H, Rechazo de la H,
| | |
a/2=.025 p=.15 a/2=.025
| | |
t . =-2074 t =148 ¢+ . =2074
critico calculado critico

5. Llevar a cabo un intervalo de confianza. El nivel de confianza tradicional es del 95%
(¢ = 1.90), el cual corresponde a la distribucién g que se encuentra en la Tabla .
Primero, y usando la Tabla 3.8, se convierte el  (.30) original a un valor g (0.31)

con 7 = 24. Las férmulas para el 1c son:

ICy,, =T / - (z critico) (SE z'>]’

donde:

1

SE = (Ecuacion 3.7)

¢ n-3
En forma extendida:

1

1C()S% = ztrﬂmformado-i- /_zmﬁ'm/mOX \/”_3’

(Ecuaciones 3.9 y 3.10)
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sustituyendo para el error estandar:

WW=1/MM-$

SE {’ =1/J21
SE = 1/4.58
SE = 0.22.

Sustituyendo para el 1c:

1€y, = 0.31 4 / = [(1.96) (0.22)]
=031+ / —0.43: [-0.12, 0.74].

1c 95%

Transformando este IC de valores g a coeficientes 7 con la Tabla 3.8:

Ic ., en valores z: [-0.12, 0.74]

95%

ic ., en coeficientes r: [-.12, .63].

En la Figura 3.22, se muestra este 1C en una distribucion de muestras para los

valores g Gnicamente.
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Fignra 3.22 Distribucién g para el 1¢ del 95%

@)

3, =012 3, =074

(b)

0.% Interpretar los resultados. Los resultados muestran queel 7 (1.48) <7z __ (2.07)
y la probabilidad (.15) > alfa (.05 / 2 = .025; Figura 3.21). Dados estos re-

sultados, 70 se rechaza la hipétesis nula y la relacion entre el ausentismo y la edad

calculada

de los estudiantes es estadisticamente #o significativa. Es decir, la evidencia apoya

la hipétesis nula porque el 7 no cae en la zona de rechazo. Bajo el supuesto

calculado
de una muestra representativa, otra inferencia es que si la poblacion contiene un
p = 0, entonces la probabilidad de la investigadora o el investigador de haber en-
contrado por casualidad un Coeficiente = .30, es de mas del .05 de probabilidad
(z.e., probabilidad
la probabilidad __,

dados los df = 22.

=.153). En otras palabras y dados los criterios de rechazo,

calculada

era alta de encontrar una correlacion de este tamafio al azar,
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Con respecto al tamafo del efecto, este es mediano cuando es .30 (véase: Cohen
1988), y del 1c ,, para el 7 [-.12, .63], se puede concluir que el valor de la corre-
lacién de la poblacion se encuentra entre estos limites con un 95% de confianza,
lo que quiere decir que de 100 muestras de ese tamafo que se tomen, 95 de ellas
capturaran la correlacion verdadera de la poblacion (p). Se puede observar la mag-
nitud de este 1C , , que incluye el cero, asi que la correlacion puede ser nula.

Dadas estas evidencias de significancia estadistica e 1¢, la investigadora o el investi-
gador podrian concluir que la correlacion no es diferente de cero, aunque el efecto
fue mediano; es decir, probablemente no exista una correlacion en la poblacion.
Algo que se podria hacer para remediar la situaciéon es aumentar el tamafo de la
muestra, porque los analisis de significancia estadistica son sensibles al tamafio de
esta, lo cual implica que si se tiene una muestra pequena (7 = 20) con un efecto
mediano (eg., » = .35), probablemente no sea posible rechazar la hipétesis nula,
ceteris paribus. En contraparte, si se tuviera este mismo efecto (» = .35), pero con 7

= 1000, si serfa posible rechazar la hipétesis nula, ceferis paribus.

Un Test 3 de la hipdtesis nula para la r de Pearson

OTRO EJEMPLO DE UN TEST DE SIGNIFICANCIA ESTADISTICA, COMO
el Test g, es cuando existen antecedentes en la literatura (e.g., p = .50). Con este ante-
cedente, se podria hacer una comparacion con un coeficiente que se hubiera calculado
de una muestra de dicha poblacién en cuestioén. Para el siguiente ejemplo heuristico,
se toman algunos datos de uno de los ejemplos anteriores. Esto es, la pregunta de in-
vestigacion del ejemplo original es: sexiste una correlacion entre el Tiempo en completar
¢l test y la variable dependiente Puntajes en un test de matematicas? 1.a respuesta a esta inte-
rrogante, en sintesis, es: si (r = .98). Para ajustar esta pregunta al Test gy comparar el
valor de la literatura (p = .50) con el de la muestra (r = .98), se redacta de esta manera:
dexiste una diferencia estadisticamente significativa entre el parametro de la poblacion y la
estadistica de la muestra con la correlacion del Tiempo en completar el test y 1os Puntages en

un test de matemdticas? De la respuesta a esta interrogante, se podria observar hasta don-
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de es sostenible una posible generalizacién. En otras palabras, los resultados indicarfan
hasta donde la correlacion de la muestra corresponde a la de la poblacion.

A continuacion, se lleva a cabo un Test de Significancia Estadistica de esta
transformacion con el » = .98 de uno de los ejemplos anteriores, usando un o = .05 y

n = 25 con dos colas.

1° Establecer la o las preguntas de investigacion. ¢Existe una diferencia estadisticamente sig-
nificativa entre el parametro de la poblacion y la estadistica de la muestra con la
correlacion del Tiempo en completar el test y los Puntajes en un test de matematicas?

2.% Derivar las hipdotesis de la o las preguntas de investigacion. Hipotéticamente hablando,
hay un antecedente en la literatura que precisa una correlacién en la poblacién a
la cual se quiere generalizar: p = .50. Por esta razon, este coeficiente hipotético se

convierte en la hipétesis nula y la alternativa:
e Poblacién:

* Hipotesis nula (H ): p = .50;
*  Hipdtesis alternativa (H ): p # .50.

Nota: se utiliza un test de una cola positiva, porque existe el antecedente de un

Coeficiente 7 en la poblacién.
*  Muestra:

* Hipotesis nula (H ): = .50;
*  Hipodtesis alternativa (H ): » # .50.

3.% Establecer el criterio para rechazar la bipdtesis nula: el nivel del alfa (). Se opta por la

probabilidad tradicional alfa de .05. Esta area de no-rechazo de la hipétesis nula
es: .50 + .45 = .95 y le corresponde un valor g de 1.645 (Tabla 3.23).
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Fignra 3.23 Distribucion g

Area bajo la curva del 95% (1 — o = .95)

-0 0 R crtieo = 1:045
a=.05
| No-rechazo de la H, | Rechazo de la H,

4.2 Calcular el valor de la prucba estadistica. Hay que transformar el Coeficiente 7 en un

valor z. Empleando la mencionada térmula de Fisher de transformacion de la ra

la z:

Sustitucion del » = .98 en la Ecuacion 3.8:
=.5[In (1 +.98) - In (1-.98)]

5 [In (1.98) — In (.02)]

5 [.68 — (- 3.9120)]

568 +3.912)]

.5 [4.592]

= 2.296.

'Z transformado

g transformado

'Z transformado

g transformado

'Z transformado

g transformado

Nota: In = Logaritmo natural.

Estadistica elemental para Investigacién Educativa. Probabilidad, distribuciones y correlacion 125



CAPITULO 3

También, se tiene que transformar el Coeficiente de Correlacion de la Pobla-
cién p = .50 en un valor z. Para simplificar el procedimiento, se va a la Tabla 3.8 y se
ubica el Coeficiente de Correlacion (p = .50), al cual le corresponde un valor g = .55.

Ahora es necesario calcular el valor del error estandar de la estadistica con la

Ecuacion 3.7:

se =1 Jn-3;
sustituyendo:
sE,=1/425-3
se =1 /22
SE = 1/4.69
SE = 0.21.

r

Calculando el valor de prueba estadistica (z __, )

< calculado = (z transformado - %)) / SE zr’ (EcuaCién 313)

donde:

R ngomats — T A Pearson transformado en valor z: 2.296;

* g, = Valor hipotético de este parimetro de la poblacion transformado en valor
.55;
* se = Error estandar: .21.

Sustituyendo:
zca.lculado = (2296 - 55) / 021 = 831
Para convertirel g _ = 8.31 en una probabilidad __ ., se usa la calculadora

http://www.socscistatistics.com/pvalues/normaldistribution.aspx, donde se especifica o =

.05 y dos colas. De esta calculadora, se obtiene: probabilidad __ . < .00001.

Iculad:
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Entonces, se tiene el Test 7 con el criterio de un a = .05, que corresponde al g
=1.645<y =83lya
< .00001. Entonces, se rechaza la hipétesis nula, porque

i 1.645 para una cola. Se hace la comparacion: g
= .05 > probabilidad

esta en el area sombreada de rechazo de la hipétesis nula (Figura 3.24).

critico calenlado

calculada

el valor g

calentlado

Fignra 3.24 Test z de una hipétesis nula con una sola cola

| o

Rervico — 1645 R e = 8.31
a=.05 »<.00001

5.° Lievar a cabo un intervalo de confianza. Asimismo, el nivel de confianza tradicional es
del 95%, el cual corresponde a la distribucién z que se encuentra en la Tabla z:
1.96. El 7 (98) se convirtiden g, = 2.296. La formula es (» = 25):

1C o500 = R pngooma W1 /=1 i) E zp)]; (Ecuaciones 3.9 y 3.10)

Los datos para llenar la férmula son:

< transformado = 2296’
z critico = 196’
s = .21

r

Sus.tituyendo para el 1c:
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1C 55, = 2296 + / — [(1.96) (0.21)]
c,,, =2296+ /- .41:[1.89, 2.71].

95%

Transformando este IC de valores z a coeficientes 7 con la Tabla 3.8:

Ic ., en valores z: [1.89, 2.71];

95%

ic ., en coeficientes 7 .95, .99].

Nota: 1a conversion de valores g a 7 es una aproximacion. En la Figura 3.25, se

muestra el 1c del 95% en valores z.

Fignra 3.25 Distribucion g para el 1¢ del 95%

g, =055 Lerico — 1:645
3, =189 g, =27
(b)
6.° Interpretar los resultados. 1os resultados muestran que el g =831 >z
calculado critico

(1.645) y la probabilidad < (.00001) < alfa (.05). Dados estos resultados,

se rechaza la hipdtesis nula y la diferencia entre la correlacion de la muestra (r =

calculada
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.98) y la poblacion (p = .50) es estadisticamente significativa, lo que indica que la
probabilidad calculada es menor al criterio usado (alfa) cuando se asume que la
correlacion en la poblacion es nula (ie., p = 0). Es decir, la evidencia #o apoya la

hipétesis nula, porque el g cae en la zona de rechazo. Otra inferencia es que

calculado
si la poblacién contiene un p = .50 y una muestra (» = .98), entonces la probabili-
dad de la investigadora o el investigador de haber encontrado por casualidad esta
diferencia es de menos de .00001 (p _ .

de rechazo, la probabilidad era baja de encontrar esta diferencia al azar entre las

En otras palabras, y dados los criterios

correlaciones de la poblacién y una muestra cuando se asume que la hipotesis nula
era cierta (p = 0).

Respecto al 1c ,, [1.89, 2.71], se puede concluir que el valor de la correlacion

95%
se encuentra entre estos limites con un 95% de confianza (Figura 3.25), lo que quiere
decir que de 100 muestras de ese tamafio que se tomen, 95 de ellas capturaran la co-
rrelacion verdadera de la poblacion ().

Dadas estas evidencias de significancia estadistica e 1¢, la investigadora o el in-
vestigador podrian concluir que probablemente exista una diferencia entre la correlacion

de la muestra y la de la poblacion.

i. Resumen de Test de Significancia Estadistica para una y dos co-
las

ASIMISMO, EN LA FIGURA 3.26 SE MUESTRAN VARIOS TEST Z: UNA
serie de valores criticos g con el objetivo de identificar los puntos donde se rechazaria
la hipétesis nula y donde no se rechazatfa (z.e., se fallarfa en rechazar, dados diferentes
niveles de significancia estadistica [a]). Un ejemplo para dos colas es el valor critico en
término absoluto de |1.645], al que le corresponde un o = .10. Recordando: si se esta
sometiendo a prueba una hipétesis nula (H: p = 0; H : p # 0), para poder rechazar la
H,, se tendrfa que calcular de los datos un 7 para transformarlo en z y hacer la com-
paracion que corresponda. Para la cola derecha (o0 = .10), es la misma hipétesis nula

(H, p = 0), pero la hipétesis alternativa es positiva (H : p > 0). El valor critico g es de
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1.282, asi que para poder rechazar la H, seria necesario obtener un g > 1.28. Como se

puede observar, para poder rechazar la H , se necesita un valor g menor para una

calcnlado
cola que para dos colas, ceteris paribus. La recomendacion para las y los investigadores,
es tener una H que indique el sentido de la correlacion cuando haya antecedentes en
la literatura, porque esto aumenta las posibilidades de rechazar una hipétesis nula vy,
ademds, ayuda a llenar vacios en la literatura de ese campo del conocimiento.

La cola izquierda no esta incluida en la Figura 3.26 para evitar redundancias. Sin
embargo, los niveles del alfa corresponderian a los mismos valores g . con signo
negativo, ze., —1.282 (o = .10); -1.645 (o0 = .05); y —2.326 (a0 = .01). La hipétesis nula
seguitfa igual: H : p = 0. La hipotesis alternativa si cambiaria a H : p < 0. Para poder

rechazar la hipétesis nula, el valor g tendrfa que ser menor al ¢ . Un ejemplo

calcnlado

para rechazar la hipotesis nula es: g . = -1.282 > % = —5.25y, por lo tanto,

calenlado

caeria en el 4rea de rechazo de la hipétesis nula.

130 Estadistica elemental para Investigacion Educativa. Probabilidad, distribuciones y correlacion



CAPITULO 3

Figura 3.26 Valores criticos z y sus correspondientes niveles alfa

Dos colas; 1c 90%; o = .10, que se divide en dos colas (.10 / 2 = .05)

| I I |
-0 RlaH, g =-1645 No rechazar la H, % = T1045R la H, +00

Dos colas; 1c 95%; o = .05, que se divide en dos colas (.05 / 2 = .025)

-0z -1.96 No rechazar la H, 3 = 11,96 R.1a H +00
Dos colas; 1c 99%; o = .01, que se divide en dos colas (.01 / 2 =.005)

-0z . =-258 No rechazar la H, 3y = 12.58 400

ritico

et

Una cola; 1c 90%; oo = .10

|
No rechazar la H, iy = T1.282 R.laH, +00

Una cola; 1c 95%; o = .05

No rechazar la H, Ry = T1.645 +00
Una cola; 1c 99%; o = .01

No rechazar la H, Ry = 12326 +00

Nota: la zona gris para una y dos colas indica el drea de rechazo de la H, (hi-
potesis nula). Estos valores criticos, se pueden obtener en la calculadora en linea de

Mathcracker: https://mathcracker.com/z_critical_values.php

Preguntas para reflexionar

¢Qué correlaciones son mas apropiadas para ser utilizadas con escalas tipo Likert?
¢Cuales son las caracteristicas del 7
¢Qué ventajas tienen algunas de las formulas del 2

¢Qué significa el 72

AN

¢Qué ejemplos de correlacion se podrian dar en la investigacion educativa?

Estadistica elemental para Investigacion Educativa. Probabilidad, distribuciones y correlacion 131



CAPITULO 3

¢Cual es el significado de rechazar la hipétesis nula?
¢Qué implica un intervalo de confianza para el 7

¢Qué se debe hacer cuando no se cumplen los requisitos del 72

2 N

¢Qué tipo de preguntas de investigacion se pueden resolver con el uso del 72

Opinién del autor

¢QUE ES UNA CORRELACION, COMO SE USA; COMO SE PONE A PRUE-
ba una hipétesis y como se interpreta? En este capitulo, se trata de responder esta
pregunta compuesta. Al datle respuesta, se espera que el panorama se abra para la
lectora o el lector al poder aplicar una serie de conceptos que se desarrollan en el mis-
mo capitulo para los analisis estadisticos con correlaciones. Asimismo, los principios
de correlacion, aqui empleados, se aplican a analisis mas sofisticados, como analisis
de la varianza, analisis de la covarianza, regresion, analisis discriminante, ecuaciones
estructurales, etcétera.

Lo mis relevante de esta seccion, es que el Coeficiente 7 evidencia la fortale-
za de la relacion entre variables, las cuales pueden ser en la investigacion educativa:
aprendizajes en ciencias naturales, matematicas, ciencias sociales, espafiol, inglés, entre
muchos otros. Dichos aprendizajes pudieron haberse medido operacionalmente por
calificaciones y se esperarfa que estas, que representan los aprendizajes, estuvieran po-
sitivamente correlacionadas unas con otras. Pero si no, habria que indagar las posibles
razones por las que no lo estuvieran: examenes que no correspondieran a las lecciones
en las clases; estudiantes que solo tuvieran interés en algunas materias; diferentes for-
mas de calificar a los alumnos, etcétera. Existen varias teorfas de las inteligencias mul-
tiples, que sustentan que la inteligencia y los aprendizajes en muchas de las areas esco-
lares estan altamente correlacionados. Por ello, habria que poner atenciéon en cémo se
correlacionan las calificaciones de los estudiantes.

Otro aspecto que encuentro de suma importancia, es el 7 (varianza explicada).
HEste coeficiente ha resultado dificil de entender para muchos de los que han sido
mis pupilos. Un pequefio ejemplo de lo anterior, es que una variable como el apren-

dizaje de algo (e.g., las matematicas) depende de muchas otras variables. En primer
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lugar, los conocimientos difieren de personas egresadas de algun pregrado, es decir,
probablemente las y los egresados de ingenierfa y ciencias naturales obtendrian mas
altos puntajes en examenes de matematicas que el resto de sus contrapartes de arte y
ciencias sociales. Uno de los supuestos es que los puntajes reflejan los conocimientos.
Otra variable relacionada con la literatura en los aprendizajes de las personas, es el ni-
vel educativo de los padres, Ze¢., entre mas educacion tienen los padres mas educacion
tendran sus hijas e hijos. En concreto, si se relacionaran los conocimientos de mate-
maticas, como la variable dependiente, y como variables independientes, la carrera y
la educacién de los padres, habria posiblemente una correlaciéon alta entre estas. De
esta correlacion, se puede calcular el 7 y con este, estimar el porcentaje de variacion
de los conocimientos de matematicas, que son explicados por la carrera y la educacion
de los padres.

Algo que hay que tener en mente, es que el 7 se obtiene de una muestra que re-
presenta una poblacion. Puede pasar que al rechazar o fallar en rechazar una hipotesis
nula, se cometa un error, es decir, se puede encontrar una correlacion en la muestra
que 70 exista en la poblacion. También, puede pasar lo contrario: que no se encuentre
una correlacién en la muestra que s7 exista en la poblacién. Para minimizar errores, es
necesario ver si el tamafio de la muestra permite alcanzar el nivel del 80% del poder
estadistico. Habria que ver a Cohen (1988) en la secciéon de Poder estadistico, para
analizar el tamafo de la muestra. También, como jugar con los numeros en el soffware
de Gpower (para mas detalles de este software, véase a Ponce [2019]).

Suele pasar que en los estudios de investigacion educativa, se reporte simple-
mente el coeficiente que se obtuvo sin considerar el margen de error. Dicho reporte
estarfa incompleto si solo se establece un punto de estimacion (ze., un coeficiente). Lo
apropiado es, segiin la Asociacion Americana de Psicologfa y muchos otros autores, que
se reporte un intervalo de confianza donde se incluya este margen de error. Un interva-
lo de confianza con un nivel de confianza del 99%, tendra mas posibilidades de capturar
el valor verdadero de una poblaciéon que uno de menor nivel de confianza.

Una ultima sugerencia del 7, es que no se puede utilizar en todas las ocasiones.
Hay que considerar las escalas en las que se midieron las variables, la linealidad entre

las variables, la distribucién normal, la homocedasticidad, observaciones atipicas, etcé-
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tera. Existen multiples maneras de correlacionar variables que no reunen los requisitos
antes mencionados. Por ello, recomiendo consultar a Kotz (2006) y Salkind (2007),
quienes mostraron en sus respectivas obras varias maneras de correlacionar variables

en forma paramétrica y no-paramétrica.
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Coeficiente de Correlacion p de Spearman

Una pregunta de investigacion puede plantear la posibilidad de una re-
lacion entre variables, ¢.g., dsexiste una relacion entre el ausentismo y el
aprendizaje? Antes de pensar en algun tipo de correlacién, como la 7 de
Pearson, habrfa que ver la forma operacional de las variables. La forma
operacional del ausentismo podria ser una escala dicotémica también
conocida como nominal, Ze., la o el estudiante tiene o no muchas faltas.
Asimismo, el aprendizaje podtia ser medido en una escala dicotémica:
aprobo o no aprobo una clase. Dada esta situacion, el 7 de Pearson no
serfa la estadistica adecuada, porque son variables sin escalas continuas
o, por lo menos, ordinales, como se usa en la practica el . De hecho,
cuando se tienen dos variables medidas en forma dicotémica, pero que
implican una escala continua (ze¢., el ausentismo se pudo haber medido
en nimero de dias ausentes y el aprendizaje, en calificaciones), se puede
emplear la correlacion tetracorica (para mas detalles, véase: Jéreskog,
& Soérbom, 1996). Ademas de la escala para correlacionar, hay que cet-
ciorarse de otros requisitos: normalidad de los datos, linealidad, uso en
la literatura de ese analisis, etcétera. Cuando 7o se cumplen algunos de
los supuestos del » de Pearson, habria que considerar la correlacion de

Spearman como una alternativa de sustitucion, entre otras posibilidades.
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XISTEN VARIAS ALTERNATIVAS AL R DE PEARSON EN LA
investigacion educativa (ze., coeficientes de correlacion como Gamma de
Goodman'y Kruskal, biserialesy Tan de Kendall, entre otros; consultar a: Kotz
[2000] y Salkind [2007], para mas detalles). Una de estas alternativas es
el Coeficiente de Correlacion de Orden Jerarquico de Spearman. También, conocido
simplemente por correlacion 7o de Spearman (z.e., el 7de Spearman o el 7). A diferencia
de la r de Pearson, el coeficiente 7 es una medida no-paramétrica. Al respecto, Kotz
(2006, p. 1792) explica que las “...técnicas estadisticas no-paramétricas implican una
estimacion o inferencia que no esta directamente relacionada con parametros”. Los
parametros se encuentran en las poblaciones (e.g., promedio, desviacion estandar y el
r, entre otros). Segun Kotz (2006), como una técnica no-paramétrica, el »de Spearman

tendria las siguientes ventajas:

Facilidad para entenderlo y aplicarlo;
Uso con pequefias muestras;
Medicion de los datos en escalas ordinal o de ranking;

Aplicacion en datos incompletos o imprecisos;

AN

Uso en una gran cantidad de disciplinas.

Al igual que el 7, el p de Spearman indica la fuerza y la direcciéon de asociacion
entre dos variables (7., va desde -1 hasta +1). La direccion de la asociacion puede ser
negativa o positiva, pero los datos deben seguir un patron monotinico, i.e., una variable
se incrementa y la otra también, o una aumenta y la otra no (Laerd Statistics, 2017). En
la Figura 4.1, se muestran las dos opciones para calcular un p y la tercera, es que posea

un set de datos sin ser monoténico, con los cuales no se podria calcular el coeficiente.
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Figura 4.1 Correlacion r de Spearman

(a) Monotoénicamente (b) Monotoénicamente (c) Sin ser monot6nico
decreciendo incrementando

El p de Spearman se emplea con escalas que estan en forma de ranking
(v.e., la distancia entre los puntos no es necesariamente la misma). Por ejemplo,
en una Olimpiada del Conocimiento, un participante puede quedar en primer
lugar al obtener el 100% de los aciertos; otro participante, en segundo lugar
con el 90%; y otro participante, en tercer lugar con el 60% de los aciertos. La
distancia entre el 100% y el 90% no es la misma que entre el 90% y el 60%. Sin
embargo, lo importante para el uso del p de Spearman es el ranking: 1.°, 2.° y
3.%, que serfan empleados para calcular este coeficiente al utilizar una segunda
variable convertida en ranking también. Asimismo, se puede usar el p de Spe-
arman con frecuencias, escalas ordinales (ze., tipo Likert) o datos continuos
cuando no se cumple con los supuestos necesarios para realizar la » de Pearson.
El primer paso es convertir estas escalas a rankings, para luego aplicar la férmula
para calcular el p de Spearman (Ecuacién 4.1):

p=1- (&[’2))) (Ecuacion 4.1)

n(n -1

donde:

* 4= Diferencia entre los rankings elevada al cuadrado;

* 7= Numero de rankings en pares.
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Ejemplo heuristico con la correlacion de Spearman

SE TIENEN DOS MAESTROS A QUIENES SE LES PIDE QUE ORDENEN
una serie de doce mejores practicas en la educacion, ze., se le asigna el nimero uno a la
practica que es la mas importante (ranking 1); el numero dos a la segunda mas impot-
tante (ranking 2); ... y el nimero doce a la ultima mas importante (ranking 12). Estas
mejores practicas fueron recopiladas por Brophy (2001) y se tradujeron al espafiol para
este capitulo (Tabla 4.1).

Tabla 4.1 Mejores practicas de Brophy (2001)

A. Aprendizaje de cooperacion: los estudiantes muchas veces se benefician de trabajar en parejas o
en pequefios grupos, para construir o ayudar los unos a los otros a dominar destrezas y habilidades.
B. Establecimiento de metas para el aprendizaje: los docentes pueden preparar a los alumnos para
el aprendizaje, al proveer una estructura para clarificar los productos buscados y describir estrategias
de aprendizaje deseadas.

C. Construir un andamiaje para el involucramiento en completar asignaturas: los maestros proveen
la asistencia necesaria para involucrar a los estudiantes productivamente en actividades de aprendi-
zaje.

D. Evaluaciones con un objetivo: los docentes usan una variedad de métodos de evaluacion forma-
les e informales, para monitorear el progreso hacia los objetivos del aprendizaje.

E. Discurso reflexivo: las preguntas son planeadas para involucrar a los alumnos en debates alrede-
dor de ideas centrales sobre temas.

F. Clima de apoyo en el aula: los estudiantes aprenden mejor dentro de un medio de cohesién y
solidaridad.

G. Estrategias para ser autodidacta: los maestros modelan e instruyen a los alumnos con estrategias
de como aprender por su cuenta.

H. Expectativas de progreso: los docentes establecen y se cercioran de que las expectativas de los
productos del aprendizaje sean apropiadas.

I. Oportunidades para aprender: los estudiantes aprenden mas cuando el tiempo de las clases es
dedicado a actividades relacionadas con la curricula, y el sistema de disciplina del aula promueve la
dedicacion de los pupilos a las tareas encomendadas.

J. Préctica y aplicacién de actividades: los alumnos necesitan suficientes oportunidades para practicar
y aplicar lo que estan aprendiendo, asi como recibir retroalimentacién al respecto.

K. Contenido coherente: para facilitar un aprendizaje con significado y retencién para los estudian-
tes, el contenido es explicado claramente y desarrollado con énfasis en su estructura y conexiones
con conocimientos previos.

L. Alineacién de la curricula: todos los componentes de la curricula estan alineados para crear un
programa compacto para alcanzar los propésitos y metas institucionales.
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En la Tabla 4.2, se muestran los resultados de los dos maestros con sus evalua-
ciones de las doce mejores practicas: los rankings. Por ejemplo, el docente 1 establecio
que la mejor practica A es la mas importante: 1. En cambio, el maestro 2 dijo que la

mejor practica A es la segunda mas importante: 2.

Tabla 4.2 Resultados de las evaluaciones de mejores practicas de Brophy (2001)

. d
M,C](.)r Maestro 1 Maestro 2 Diferencia entre el ranking de &+
practica
los maestros 1y 2
A 1 2 1-2)=-1 1
B 2 1 2-1=1 1
C 3 5 B3-5=-2 4
D 4 3 4-3)=1 1
E 5 4 5-4=1 1
F 6 6 6-06)=0 0
G 7 8 (7-8) =-1 1
H 8 7 B8-7=1 1
1 9 9 9-9=0 0
] 10 12 (10-12)=-2 4
K 1 10 (11-10)=1 1
L 12 11 (12-11)=1 1
> F 16
Constante 6
Mul(tép;c;)mon 16x 6= 96
n 12
” 144
n (i —1) 12 (144 - 1) = 1,716
(Y YEAGE)) 96 / 1716 = .056
Constante 1
r 1-.056=.94

Nota: Usando 1a férmula de la correlacion de Spearman (Ecuacion 3.15).

Para darle significado al p que se encontrd, se toman en cuenta algunos de los

tamafios que se manejan para el p de Spearman, los cuales son los siguientes:

Oa |.19] : muy débil;
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[.20] a |.39]| : débil;
|.40] a |.59| : moderado;
[.60] a |.79] : fuerte;
[.80] a | 1] : muy fuerte.

Entonces, se obtuvo un p = .94 al correlacionar los rankings de las evaluaciones
de los dos maestros. Por lo tanto, se concluye que hay una correlacion muy fuerte entre
los rankings de ambos docentes. Se podtia especular que comporten ciertos valores, ex-
periencias, etcétera. Sin embargo, no se podtia decir que dichos valores o experiencias
sean las causas de que hayan evaluado a las mejores practicas, porque las correlaciones
no explican en s{ mismas las relaciones de causa y efecto. El soffware spss ofrece la
posibilidad de hacer un Test de Significancia Estadistica para el p de Spearman, pero
estda mas alld de los propodsitos de la presente obra ahondar en este tema. Para més al
respecto, se recomienda ver a: Kotz (2000) y Salkind (2007).

Preguntas para reflexionar

1. ¢Qué otros coeficientes de correlaciones existen ademas de los listados en este
capitulo?
2. ¢Qué desventajas tiene el r con respecto al p de Spearman?

3. ¢En qué ocasiones es mas apropiado usar el p que el 72
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Opinién del autor

EL P DE SPEARMAN ES UNA ALTERNATIVA AL RCUANDO NO SE CUM-
plen algunos requisitos de este ultimo. Solo habria que cerciorarse de que los datos
estan en forma monotdnica en un plano cartesiano para usatlo. Una vez que esto se
identifica, se puede convertir la escala original a la escala de rankings y aplicar la f6rmu-

la. También, el soffware spss se utiliza para calcular este coeficiente.
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