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PRESENTACION

El Cuerpo Académico de Matematicas Puras y Aplicadas del Instituto de Inge-
nierfa y Tecnologia de la Universidad Auténoma de Ciudad Judrez (UAcCJ) fue
creado en 2010 por la firme decisién institucional de consolidar el mejoramiento
de la calidad de los académicos adscritos a la Licenciatura en Matematicas del
Departamento de Fisica y Matematicas del Instituto de Ingenieria y Tecnologia
de la UACJ, mediante la incorporacion de sus miembros en actividades de inves-
tigacion cientifica colectiva y con el compromiso de transmitir esta generacién
de conocimiento a toda la comunidad universitaria.

Las Lineas de Generacion y Aplicacion del Conocimiento que cultiva el Cuerpo
Académico de Matematicas Puras y Aplicadas son: Algebra, Ecuaciones diferen-
ciales y Sistemas dindmicos, matemaéticas aplicadas y logica matematica y funda-
mentos. Sus miembros trabajan de manera colegiada para la creacién de nuevos
conocimientos en estas dreas y sus aplicaciones. Asimismo, se busca involucrar
a estudiantes avanzados de la Licenciatura en Matematicas en estas actividades
con el objetivo de acercarlos a la investigacion cientifica, contribuyendo con ello
a una formacién més sélida de los egresados de esta licenciatura.

El presente material es un registro de algunas de las actividades realizadas
por el Cuerpo Académico de Matematicas Puras y Aplicadas. Todos los trabajos
incluidos, se han presentado en las actividades regulares del Cuerpo Académico
o son producto de los esfuerzos colectivos de sus miembros y sus relaciones de
colaboracion con investigadores de otras instituciones.

Luis Loeza Chin
mayo de 2019
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ALGEBRA, BIO-MATEMATICAS Y SISTEMAS DINAMICOS
AVANZA, Vol. vir. (2019) 7 — 15. 1sBN: 978-607-9224-52-3
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ALGUNAS RELACIONES ENTRE LAS TEORIAS DE TORSION Y LAS
TEORIAS DE TIPOS *

G. Tapia, J. Castro, J. Rios "

Resumen

En [4], Kaplansky desarrolla una Teoria de Tipos para anillos de Baer, en
particular, para anillos regulares autoinyectivos, definiendo lo que él llamé ti-
pos I, I y III, y posteriormente haciendo un refinamiento que dio lugar a los
tipos Iy, Iso, I1y, I1oo y I11. Uno de los resultados importantes de esta teoria,
es que prueba que cada anillo regular autoinyectivo se factoriza en un produc-
to directo de anillos de cada uno de los cinco tipos de Kaplansky. La Teoria de
Tipos de Kaplansky, se ha estudiado en diversos contextos, como en la subcate-
goria plena de R-médulos inyectivos no singulares [6] y las categorias espectrales
[2]. En [8], Rios y Tapia definen una Teoria General de Tipos para R-mdédulos
inyectivos no singulares, a través de ciertas cadenas de clases de anillos regulares
autoinyectivos, obteniendo de esta forma una Teoria de Tipos por cada cadena.
En [7], Raggi y Rios demuestran que la reticula de idempotentes centrales de un
anillo regular autoinyectivo @, es isomorfa a la de generalizaciones de la Teoria
de Torsiéon de Goldie 74, y en vista de que cada idempotente central de @) define
un anillo factor de @), es natural suponer que las teorias de tipos deben tener un
reflejo sobre gen(7y).

En este articulo, se definen las Teorias de Torsién de cada tipo y se demuestra
que cada tipo define una subreticula de la reticula de generalizaciones de la Teoria
de Torsién de Goldie y, ademads, estas subreticulas descomponen de manera tnica
a cada 7 > 74. Asimismo, se obtienen las propiedades basicas de las teorfas de
torsién de cada tipo y se demuestran algunas equivalencias.

Palabras clave: Teorias de torsién, teorias de tipos, anillos regulares autoinyec-
tivos.

1 Introduccion

A lo largo de todo el articulo, RA denota a la clase de todos los anillos regulares
autoinyectivos derechos, 7, denota a la Teorfa de Torsiéon de Goldie, gen(r,(R))
denota a la reticula de generalizaciones de la Teoria de Torsiéon de Goldie y

*2000, Classifications numbers AMS 16590, 16E50, 16D50.
tUniversidad Auténoma de Ciudad Judrez / Instituto Tecnoldgico y de Estudios Superiores
de Monterrey / Instituto de Matematicas UNAM
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Mod— (R, T,) denota a la subcategoria plena de R-Mod, cuyos objetos son los R-
modulos derechos inyectivos y no singulares. Para otras definiciones y notaciones,
véase [3], [5] v [8].

En [7, Teorema 2], se prueba que hay un isomorfismo de reticulas completas
entre B(Q) y gen(14(Q)) siempre que Q € RA, el cual asocia a cada idempotente
central e € B(Q), la Teoria de Torsién x((1 —€)Q).

Por otro lado, en [8, corolario 2.12] se demuestra que, dada cualquier Teoria
de Tipos T = {Cy, ..., Cy}, cada anillo Q € RA se factoriza en forma tinica como
Q = Q1 x---xQp, donde cada anillo Q; es del tipo T; para i = 1,...,n; en vista
de que cada @; estd dado por un idempotente central y este, a su vez, determina
una tnica Teorfa de Torsion en gen(74(Q)), es claro, entonces, que debe haber un
vinculo entre las teorias de tipos y las teorias de torsién e inclusive, el resultado
en [6, teorema 1.15], sugiere que, dado cualquier anillo R, la Teoria de Tipos
para R-mdédulos inyectivos no singulares debe tener un reflejo sobre la reticula

gen(ty(R))-

2 Teorias de tipos y teorias de torsion

En toda esta seccién suponemos que T = {Cy,...,Cy,} es una Teoria de Tipos,
mediante la cual definimos cuando una Teoria de Torsiéon 7 > 7, es del tipo T;
para ¢ = 1,...,n y probamos que estas clases de teorias de torsién inducen una
descomposicién de la reticula gen(7y), en el sentido de que cada 7 > 74 se escribe
en forma tinica como el infimo de teorias de torsién de cada tipo.

Definicién 2.1. Dado un anillo R y 7 > 7,4, decimos que 7 es una Teorfa de
Torsién del tipo T'; para ¢ = 1,...,n, si existe M € Mod — (R, 7,) del tipo T},
tal que 7 = x(M).

Vemos que la definicién anterior es correcta en el sentido de que no existe
T > T4, T # X, tal que 7 es de mds de un tipo a la vez; en efecto, si 7 es del tipo
T; y del tipo T'j con i # j, entonces existen M;, M; € Mod — (R, 74) del tipo T’
y T'j, respectivamente, tales que 7 = x(M;) = x(M;) y por [R y T, Lema 2.10]
se sigue que M; € Ty () = Ty(u,), de donde M; =0y 7 = x. Es claro, ademas,
que la Teoria de Torsién x es del tipo T; para cada i =1,...,n.

Ahora probamos que las teorias de torsiéon de cada tipo, inducen una des-
composicion de cada 7 > 7.

Proposicién 2.2. Para cada T € gen(ty), existen teorias de torsion Ti,..., T,
unicas de los tipos T, ..., T,, respectivamente, tales que

T=T1 N NTp
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Demostracion. Sea M € Mod— (R, 7,), tal que 7 = x(M) y sea M = M1 ®---®
M,, la descomposicién en tipos de M y de aqui se sigue que 7 = x (M) A--- A
X(M,,). Si hacemos 7; = x(M;) queda probada la existencia de la descomposicién.

Ahora suponemos que existe otra descomposicion 7 = o1 A --- A 0, con
o; = x(N;), donde N; € Mod — (R, T,) es del tipo T; para cada i = 1,...,n.
Entonces 7 A--- AT, < 0y, lo que implica que N; € F._; por otro lado, se sigue
de [R y T, Lema 2.10] que N; € Ty, para todo j # i; ahora bien, si hacemos
K; = t;,(N;), entonces K; € T, para j = 1,...,n y por lo tanto, K; € Thr, y
como K; C Nj, entonces K; € Fa.,, lo que implica que K; = 0, probando asi
que N; € I, y por lo tanto, ; < ¢;. Invirtiendo los papeles, obtenemos la otra
desigualdad. O

Corolario 2.3. Si 1 € gen(7y) es una Teoria de Torsion del tipo T;, entonces
cualquier cogenerador inyectivo de 7 es del tipo T';.

Demostracion. Sea Mp un cogenerador inyectivode 1y M = M1 & --- & M, la
descomposicién en tipos de M, de aqui que 7 = Ax(M;). Por la unicidad de
la descomposicién de la proposicién anterior, concluimos que x(M;) = x para
todo j # i, de donde M; = 0 para todo j # i , obteniendo que M = M;, el cual
es del tipo T';, como querfamos demostrar. O

El siguiente resultado muestra que las teorias de torsién de un mismo tipo,
definen subintervalos de la reticula gen(74(R)).

Proposicion 2.4. Sea R un anillo. Entonces:

(i) Si 1,0 € gen(14(R)) con 7 < o y 7 es del tipo T;, entonces o es del tipo
T;. En particular, el supremo de cualquier familia de teorias de torsion de
un mismo tipo, es del mismo tipo.

(ii) Sea {1a} C gen(r4(R)) con cada 7, del tipo T;, entonces N1, es del tipo
T;.

Demostracion. (i) Sea M € Mod — (R, ;) del tipo T}, tal que 7 = x(M) y por
la proposicién 2.2 sabemos que o = a1 A -+ A oy, con o = x(K;) del tipo T
para j =1,...,n. Yaque 7 < o, entonces 7 < 0, Vj y de aqui que K; € I, Vj,
pero si j # i, entonces M y K son de tipos distintos y por [R y T', Lema 2.10]
se sigue que K; € T;. Por lo tanto, K; = 0, Vj # i, lo que implica que o = 0; es
del tipo T;.

(ii) Hagamos 7 = A1, y sea 7 = 01 A - -+ A o, la descomposicién de 7 con
o; = x(M;) del tipo T};. Igual que en (i), se sigue que 7 < o; implica que M; = 0,

Vj # i, de donde 7 = o; es del tipo T;. O
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Debido a esta tultima proposicion, para cada ¢ = 1, .. .n existe la menor Teoria
de Torsion del tipo T; que serd denotada como T, para cada i. Nétese, ademas,
que la mayor Teoria de Torsién de cada uno de los tipos es x, por lo que las
teorfas de torsién de cada tipo T; forman subintervalos de gen(7,(R)), a saber,

(77, X]-
Una consecuencia del corolario 2.3 y la proposicién 2.4 es la siguiente carac-
terizacién de los R-médulos inyectados no singulares del tipo 7.

Proposicién 2.5. Sea M € Mod — (R, 1,), entonces M es del tipo T; si y solo
st M e FTT'

Otra consecuencia inmediata del corolario 2.3 y la proposicién 2.4 es el
siguiente resultado que nos muestra que el tipo de la Teoria de Torsiéon de Goldie
para un anillo Q € RA determina el tipo de Q, de cada objeto de la categoria
Mod — (Q,74) y de cada elemento de la reticula gen(r,).

Proposiciéon 2.6. Sea Q € RA. Son equivalentes:
(i) Q es del tipo T);.
(ii) 74 es del tipo T;.
(iii) T es del tipo T;, V17 > 4.
(iv) M es del tipo T;, VM € Mod — (Q,T,).

A continuacién damos una descripcién de la descomposicién en tipos para
Q € RA, en términos de teorias de torsion.

Teorema 2.7. Para QQ € RA, se cumple que
Q =~ Q/tTfl (Q) X X Q/tTTn (Q)

es la descomposicion en tipos de Q.

Demostracion. Sea @ = I @ -+ & I la descomposicion en tipos de Q con I;
ideal bilateral del tipo T';. Ya que

QDL ~1i€ Fry
i#i

entonces @Ij es 77 -puro, de donde, t (Q) C @Ij.
it ' it
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Por otro lado, sabemos por [R y T, Lema 2.1] que I; es de TTi-torsién, Vi # 1,
lo que implica la otra contencion. Por lo tanto,

para todo i =1,...,n y es claro que el isomorfismo es de anillos. O]

Enseguida, examinamos la relacién que guardan entre si las teorias de torsion
infimas 77 ,..., 75 dentro de la reticula gen(ry).

Proposicion 2.8. Para cada @ = 1,...,n, las teorias de torsion 7= vy T
) 5 10y T; T;
J#
son complementarias en la reticula gen(ry).

Demostracion. Sea 7y = o1 A\ -+ A oy la descomposicion de la Teorfa de Torsién

de Goldie en los tipos T'1,...,T,. Tenemos, entonces, que

y de aqui que

Ahora sea
0 =Tp, V /\TT], = /\ <7_Ti \/TTJ_> :
J#i J#i
Por la proposicién 2.4 (i), se sigue que Y Tp, €8 del tipo T; y del tipo Tj
a la vez, lo que implica que o = Y. O
De esta forma, 7 y 7, A+ - ATy son complementarias en el intervalo (74, x)
y de forma andloga, se tiene que 77, y Tr, A+ ATp son complementarias en el

intervalo <TT2 N NTp X> y asl suceslvamente.

Ahora obtenemos algunas descripciones de las teorias de torsién infimas en
términos de las siguientes clases de R-médulos:

(i) Sea A; la clase de todos los M € Mod— (R, 7,), tales que M es Ci-médulo.

(ii) Para 1 <i < n, sea A; la clase de todos los M € Mod — (R, 1,), tales que
M es C;-médulo y M € Tf?l/\“'/\TT -
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Proposicién 2.9. Para cada anillo R y cada i = 1,...,n, se cumple que TF, =

x (As).

Demostracion. La desigualdad 77 < x (A;) se sigue del hecho de que cada Cj-

moédulo es del tipo T'1; suponiendo que la desigualdad es estricta, entonces existe

0#E€TyaHN FTT1 y ya que x(A;) es una Teoria de Torsién estable, podemos
suponer que E es inyectivo. Como F € FTfl’ entonces F es del tipo Ty y se sigue
por [Ry T, prop. 2.4], que debe existir un Cj-médulo 0 # K € L*(FE), pero
entonces 0 # K € T, (4,), lo cual es una contradiccién.

Ahora suponemos que 1 <i<nyseaM € A;, si M =M, S---B M, esla
descomposicién de M en los tipos T1,...,T,, entonces para j < i tenemos que
M; e TTTj (pues M; C M € A;)y M; € FTTj (por la prop. 2.5), de donde M; = 0.
Para j > i, tenemos que M; es del tipo T; y C;-médulo; en particular, M; es
Cj—1-médulo y usando [R y T, prop. 2.4 (ii)] concluimos que M; = 0. Hemos
probado, entonces, que M=M;, que es del tipo T;, obteniendo de esta forma
que 77, < X(A4;). Suponiendo que la desigualdad es estricta, tenemos que existe
0# FE € TyaynN FTTZ- y por la estabilidad de x(4;) podemos suponer que E
es inyectivo. Como F € F._ , entonces I es del tipo T; y usando nuevamente
[Ry T, prop. 2.4 (ii)], vemos que existe un C;-médulo 0 # K € L*(E). Ahora
bien, K C F € FTTZ' implica por [R y T, Lema 2.10] que K € TTTIA"'ATTi,l y
asf K € A;, lo cual es una contradiccién, ya que K C E € Ty (4,). Por lo tanto,

75, = X(A;i), como querfamos probar. O

Corolario 2.10. Un anillo regular autoinyectivo derecho Q es del tipo T si y
solo si Qg se sumerge en un producto directo de C1-mdodulos.

Demostracidn. La suficiencia es clara, ya que en tal caso 74(Q) = x(A1) = 77,
Para probar la necesidad de la condicién, suponemos que Q es del tipo T, de
donde 7,(Q) = 77, = x(A41) y de aqui Qq se sumerge en un producto directo
de @-submédulos derechos ciclicos de Ci-médulos. Como @ es anillo regular
autoinyectivo derecho, entonces cada ()-mdédulo derecho ciclico y no singular, es
inyectivo y el resultado se sigue usando [R y T, prop. 1.8 (i)]. O

Otra forma de obtener las teorfas de torsién infimas, es dada en la siguiente
proposicién. Antes, definimos las siguientes teorias de torsién:

(i) Para i = 0,...,n, sea D; la clase de todos los M € Mod — (R, 1,), tales
que M es C;-médulo y sea a; = x(D;).
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(ii) Parai=0,...,n—1, definimos J; por recursiéon como sigue: 69 = 74 y para
0 <i<n-—1,0; es el complemento de 77 en el intervalo (0i—1,X)-

Proposicién 2.11. Sio; y 6; se definen como arriba, entonces:
(i) TF, = 0i—1 Vo, paral <i<n-—1.
(’L’L) TTTL = 5n71-

Demostracion. De acuerdo con la definicién, se cumple que §; = Tr, o, N AT
en efecto, dp = 7y = 7 A+ ATp ; asimismo, 1 es el complemento de 77 en el
intervalo (74, x), que, como sabemos, es 75, N\ ATp, , y asi sucesivamente. De
esto resulta clara la validez de (ii).

Para probar el inciso (i), vemos que de acuerdo con la prop. 2.9, Tp, =
o1 = dy V 01, lo que prueba el resultado para i = 1. Suponemos, entonces, que
1 < i < n—1, por la observacién en el parrafo anterior tenemos que d;_1 <
TF, ¥ Por la prop. 2.9 se sigue que o; < TF,» obteniendo de esta forma que
i1 Vo; < T, - Suponiendo que la desigualdad es estricta, tenemos que existe
0< M €T NFs_,ve, y claramente podemos suponer que M € Mod — (R, 7,);
usando el hecho de que M € F,,, tenemos que existe 0 # N € L*(M), tal que N
es Cj-mddulo, y ya que N € Fy, |, entonces N € TTTl/\"'/\Tﬂ_l’ esto se sigue del
hecho de que §;_1 = T, N\ NTR el cual es el complemento de T, N AT,
en (74, x). Por lo tanto, se sigue por la prop. 2.9 que N € Fr_, lo cual es una
contradiccion. ' O

Con ayuda de esta ultima proposicion, podemos dar una forma alternativa
para definir una teoria de tipos, utilizando las teorias de torsién o; definidas
arriba.

Proposicién 2.12. Sea T = {Cy,C1,...,Ch}, n > 0 una familia que satisface
las condiciones (i) y (ii) de [R y T, definicion 2.1]. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) T es una Teoria de Tipos.

(ii) Para cadai=1,...,n existe un anillo Q; € RA, tal que x(A4;—1) > x(4i),
donde A; denota la clase de todos los M € Mod — (Q;, 74(Qs)), tales que
M es Cj-mddulo (j =1—1,1).

Demostracion. En vista de [8, teorema 2.16], es suficiente con probar que la
condicién (ii) es equivalente a la existencia de anillos @; # 0 del tipo T; pa-
ra cada i = 1,...,n. En efecto, si se cumple la condicién (ii), entonces para
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i = 1 existe un anillo Q1 € RA, tal que x(4g) > x(A1), lo que significa
que, en Qi-tors, x > 77, de donde Ql/tTT1 (Q1) # 0, lo que nos indica que
el factor del tipo T; en @ es distinto de 0. Para i > 1, tenemos que exis-
te un anillo 0 # @Q; € RA, tal que, en Q;-tors, o; < o;—1 y de aqui que
T, = di—1 Vo; < 91 Vo1 < x vy de aqui nuevamente vemos que el factor
del tipo T; en Q; es distinto de 0.

Reciprocamente, suponiendo que Q; es anillo del tipo T; distinto de 0, enton-
ces 74(Q) = TF, = di—1 V 0, de donde d;_; = 74 = 0y; suponiendo que 0;_1 = 0y,
entonces T, = 0j—2Voi—1< 0i—1V Tg = T4, lo cual es una contradiccién. [J
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SOBRE LA ESTABILIDAD GLOBAL DE CAMPOS VECTORIALES *

0. Osuna, G. Villavicencio '

Resumen

En este trabajo se presentan algunos resultados sobre la estabilidad global
asintética de puntos de equilibrio de campos vectoriales bidimensionales. También
se dan algunos ejemplos y aplicaciones con el fin de ilustrar nuestros resultados.

Palabras clave: Problema de estabilidad asintética global, matriz Hurwitz, equi-
valencia topoldgica.

1 Introduccion

La Teoria Cualitativa de Ecuaciones Diferenciales trata con propiedades locales
y globales de las soluciones de ecuaciones diferenciales. La principal meta de esta
teoria es obtener una descripcion del retrato fase de ecuaciones. Consideremos el
sistema

1 = fi(z1,22,...,Tn),
(1)

Tn = folz1,20,...,2,), (x1,22,...,2,) € R™,

donde f; son funciones C! sobre R™: también consideramos el campo vectorial
(3 9

F(xy,29,...,20) = (fi(z1, 22, ..., 2n), fi(x1,22, ..., Zn)s ..o, [o(T1, T2, ..., 20));
asi el sistema (1) se puede reescribir como w = F(w), w = (z1,z2,...,%,) € R™.

Definicién 1.1. Un polinomio real se dice Hurwitz si sus raices
tienen parte real negativa. Una matriz real se dice Hurwitz si sus eigenvalo-
res tienen parte real negativa. Un mapa F' : R” — R"™ es Hurwitz en p € R” si
su derivada DF(p) es una matriz Hurwitz.

Un problema natural en la Teoria Cualitativa de Ecuaciones es estudiar el
comportamiento global de una ecuacién diferencial, una cuestién de interés es
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encontrar conexiones entre ecuaciones de tipo Hurwitz sobre un conjunto ade-
cuado con propiedades de estabilidad del sistema, en particular; dar condiciones
suficientes para la estabilidad asintética global de puntos de equilibrio, este tema
es de interés en diversas areas como teoria de control, economia, mecanica, bio-
matematicas; etc. asi, obtener condiciones para garantizar la estabilidad global
de puntos de equilibrio, es de utilidad en aplicaciones. El bien conocido proble-
ma de estabilidad asintética global o problema de Markus-Yamabe [5] pregunta
sobre condiciones suficientes para que un campo vectorial C!, cuya derivada es
Hurwitz en un conjunto dado, sea asintéticamente estable de manera global.
En [7], [3] y [4] se probé de manera independiente que si un campo vectorial
bidimensional C! tiene derivada DF(p) Hurwitz en todos los puntos del plano
entonces el campo es asintéticamente estable de manera global; en forma mas
precisa establecieron el siguiente:

Teorema 1.2. Sea F : R? = R? un campo vectorial C', tal que el origen es un
punto de equilibrio. Si la derivada DF(p) es Hurwitz para todo p € R?, entonces:

1. El origen del sistema asociado (1) es global asintdticamente estable,
2. El mapa F' es globalmente inyectivo.

Recordemos que un punto de equilibrio p se dice hiperbdlico si los eigenvalores
de DF(p) tienen parte real no nula. En [7] fue probada la siguiente interesante
generalizacion:

Teorema 1.3. Sea F : R? — R? un campo vectorial C', tal que el origen es un
punto de equilibrio hiperbdlico. Si la derivada DF(p) es Hurwitz en un conjunto
de medida de Lebesgue total de R? entonces el origen del sistema asociado (1)
es global asintoticamente estable.

En este trabajo establecemos una variante al Teorema 1.3, también presenta-
mos condiciones suficientes para que un sistema bidimensional sea global asintéti-
camente estable; ademas, damos algunas aplicaciones y ejemplos para ilustrar
nuestros resultados.

2 Resultados

Para G : R® — R™, denotamos por Z(G) := {p € R" : G(p) = 0} al conjunto de
ceros de G. En particular, para un campo vectorial F' : R™ — R™ el conjunto Z(F)
es su conjunto de puntos de equilibrio. También denotamos por Z(tr(DF)) :=
{p € R" : tr(DF(p)) = 0} al conjunto donde la traza de la derivada se anula;
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andlogamente denotamos Z(det(DF')) como el conjunto donde el determinante
es nulo.

Denotemos por ¢(x) el flujo (o flujo local) del sistema (1), para p € R”
denotemos por (ay, Bp) el intervalo de definicién maxima de la solucién de ¢¢(p),
notemos que dicho intervalo puede ser finito o infinito. Como es usual denotamos
por w(p) el conjunto omega limite del punto p, definido como

w(p) :={y € R" : existe t; — B, creciente con lim ¢¢(p) = y}.

Un punto de equilibrio p es estable, si para toda vecindad U de p, existe una
vecindad V' de p, tal que ¢ (zg) € U para todo t > 0, xg € V. Si ademads de
ser estable podemos elegir V', tal que ¢¢(x9) — p para todo xg € V, el punto se
dice asintéticamente estable. La cuenca de atraccién de p, es B(p) := {x € R™ :
x € w(p)}. En particular, la vecindad U de p es una vecindad de atraccién si
U C B(p).

Decimos que p es global y asintéticamente estable en una region D si D es
vecindad de atraccién de p, y p es asintoticamente estable.

Decimos que Fj es topoldgicamente equivalente a Fb si existe un homeo-

morfismo h : R" — R", el cual envia 6rbitas de w = Fj(w) en érbitas de
Z = F5(z) preservando orientacién. Denotamos por R, : R — R™ el mapa
R, (z1,...,2y) = (—21,...,—xy); el campo vectorial radial.

Nuestro primer resultado es una variante al teorema 1.3 el cual fue probado
en [7], por lo que tenemos:

Teorema 2.1. Sea F : R? — R? un campo vectorial C*. Si la derivada DF (p)
es Hurwitz en un conjunto D C R? denso vy el origen es un punto de equilibrio
hiperbolico, entonces F' es topologicamente equivalente a Rs; en particular, el
origen del sistema asociado es global y asintdticamente estable.

Demostracion. Para probar este resultado adaptamos los argumentos presen-
tados en [7] con algunas modificaciones adecuadas. Como el polinomio carac-
teristico de DF(p) es dado por t? — tr(DF(p))t + det(DF(p)), entonces DF(p)
es Hurwitz en p si y solo si tr(DF(p)) < 0y det(DF(p)) > 0; consideremos el
conjunto

U:={peR? : det(DF(p)) > 0},

dado que el campo F es C' y D C U, entonces U es un conjunto abierto y denso;
ademads, tomando limites tenemos tr(DF(p)) < 0y det(DF(p)) > 0 para todo
p € R2. Usando el Teorema 1.1 tenemos que F, := F — %I es inyectivo para
todo m € N sobre Ro, lo cual a su vez implica que F' es inyectivo sobre U.



22 0. OsuNA, G. VILLAVICENCIO

Por el Teorema de la Funcién Inversa F' es un mapa abierto sobre U, como
el origen es hiperbdlico tenemos 0 € U y F(0) = 0, asi existe r > 0y € > 0,
tal que B,(0) C Uy B.(0) C F(B,(0)). Se sigue de la inyectividad de F sobre
U que F(U\B;(0)) N B:(0) = 0; asi, de la continuidad de F' y la densidad de U
obtenemos |F'(q)| > § para todo € RZ\BT( ); por lo tanto, el origen es el tnico
punto de equilibrio. Fmalmente via la [Proposicién 3.4] en [7], tenemos que

We(0) :={p € R? : w(p) = {0}}

es un conjunto cerrado y abierto; por lo tanto, W#(0) = Ry; asi, por el Teorema
de la Variedad Estable [6] el origen es global y asintéticamente estable y F' es
topologicamente equivalente a Rg, lo cual prueba el teorema. O

Como una aplicacion directa, tenemos:

%V 92V 9V
02x1 = Y7 02z 02%z9

v

Corolario 2.2. Sea V un polinomio, supongamos que

2
(835(})252) no idénticamente y origen es un punto de equilibrio hiperbdlico del

sistema gradiente w = —VV (w), entonces el origen es global y asintdticamente
estable.

Demostracion. Como V' es polinomial, la desigualdad %2%322;/2 > (8512(;;2)2 im-
plica que el determinante de la matriz jacobiana es positivo en un conjunto denso
V tienen el mismo signo; de nuestra hipote-
sis estas tienen que ser mayor o 1gua1 a 0, en particular la traza de la jacobiana
tiene que ser negativa sobre D; asi, se cumplen las condiciones del Teorema 2.1,
lo cual prueba nuestro resultado. ]

Otra consecuencia del Teorema 2.1 es:

Corolario 2.3. Sea P(x1,x2) un polinomio, supongamos que 3 BP <0, gf <0
no idénticamente nulas, si el origen del siguiente sistema es un punto de equili-

brio hiperbolico:
1 = X2,
{ T = Plar,az), @)

entonces el origen del sistema (2) es global y asintdticamente estable.

Ejemplo 2.4. Consideremos el sistema

{a 2=, 3)

In :—.Tl—l'l—l‘g—$2.
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Note que el Corolario 2.3 si aplica; asi, el origen es global y asintéticamente
estable. A continuacién discutimos algunos resultados que garantizan las condi-
ciones del Teorema 2.1; para ello, recordemos el siguiente resultado presentado
en [1]:

Teorema 2.5. (Principio de exclusién del cero) Consideremos una familia
de polinomios P(p,t),p € Q con grado constante y Q C R™ conexo, suponga que
existe un elemento de la familia, el cual es Hurwitz. Entonces cada elemento
P(p,t) es Hurwitz si y solo si P(p,iw) # 0,Vp € w € R.

Usando este resultado, combinado con el Teorema 2.1, obtenemos:

Proposicién 2.6. Sea F : R? — R? un campo vectorial C'. Suponga que
Z(det(DF)) C Z(tr(DF)) y el interior de Z(tr(DF)) = 0, si ademds cada
componente conera de R?\Z(tr(DF)) admite un punto donde su derivada es
Hurwitz y el origen es un punto de equilibrio hiperbdlico, entonces el origen es
global y asitoticamente estable.

Demostracion. Tomemos una componente conexa fija de R?\ Z(tr(DF)), llamé-
mosle Q y consideremos la familia de polinomios cuadréticos P(p,t) := t? —
tr(DF(p))t + det(DF(p)) con p € Q. Note P(p,iw) # 0 si w # 0 y en el caso
w = 0, se tiene P(p,iw) = det(DF(p)), el cual es diferente de 0 si p € ;
asi, por el Principio de exclusién del cero DF(p) es Hurwitz sobre 2, como
el interior de Z(tr(DF)) = 0, entonces R?\Z(tr(DF)) es denso, es decir, F
es Hurwitz sobre un conjunto denso, como también el origen es un punto de
equilibrio hiperbdlico, entonces el Teorema 2.1 si aplica; por lo tanto, el origen
es global y asintéticamente estable. O

Otro criterio del Principio de exclusién y nuestro Teorema 2.1 es

Proposicién 2.7. Sea F : R?> — R? un campo vectorial C'. Suponga que
tr(DF) # 0 y det(DF(p)) = 0 a lo mds en un conjunto discreto, si ademds
el origen es un punto de equilibrio hiperbolico, entonces el origen es global y
asitoticamente estable.

Demostracion. Sea Q := R2\Z(tr(DF)), consideremos la familia cuadrética
P(p,t) :=t> —tr(DF(p))t + det(DF(p)) con p € Q. Note P(p,iw) # 0 si w # 0
y en el caso w = 0, se tiene P(p,iw) := det(DF(p)), el cual es diferente de 0 si
p € Q; asi, por el Principio de exclusién del cero DF(p) es Hurwitz sobre 2, el
cual es denso sobre R?, entonces el resultado sigue del Teorema 2.1. O

Como una consecuencia directa, se tiene:
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Corolario 2.8. Sea F : R? — R? un campo vectorial C*. Suponga que det(DF) #
0, tr(DF) # 0 y que el origen es un punto critico Hurwitz, entonces el origen es
global y asintoticamente estable.

Ahora discutimos la estabilidad global de sistemas disipativos. Sea 1 : R? —
R suave y suponga que S := {x € R? : ¢»(x) = 0} es homeomorfo al circulo S*,
entonces el disco D limitado por S se dice un disco de disipacién del sistema (1)
si

(grady(x), F(x)) <0, Vz € S, (4)

es decir, si en campo vectorial asociado a (1) apunta al interior de D en cada
punto de su frontera. Recordemos que el (1) se dice disipativo si existe un disco
D de disipacién tal que para todo x € R?, ¢;(x) € D para t suficientemente
grande. Tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.9. Supdngase que (1) es disipativo con disco de disipacion D y que
F es Hurwitz en D, entonces F' es global y asintoticamente estable.

Demostracion. Note que D es invariante y acotado, como F' es Hurwitz en D
la divergencia del campo vectorial es negativa sobre D; asi, por el criterio de
Bendixson, no existen 6rbitas periédicas ni policiclos en D. Ahora por el Teorema
de Poincaré-Bendixson debe existir, al menos, un punto critico en D U S, sin
embargo, por (4) este debe estar contenido en D. Ahora por el Teorema de
la Funcion Inversa, F' es localmente invertible en D; por lo tanto, solo puede
haber un ndmero finito de puntos criticos en D, como los conjuntos omega limite
son abiertos de la conexidad de D solo puede haber un punto critico en D,
denotemos a este por p. Ahora bien, si 2 € R? entonces tenemos ¢;(z) € D
para t suficientemente grande; por lo tanto, w(xz) = {p}, es decir, p es global y
asintéticamente estable, lo cual prueba el resultado. O

Como otra aplicacién del Teorema 2.1 consideramos un campo vectorial
Cl, F:R?>" — R?" de la forma

F(xy,20,..., 02,1, %2,) = (f1(z1,22), fo(T1,22),. .., fon(®2n—1,%2,)), (5)

Note que la matriz jacobiana de un tal F' tiene la forma

Dy 0 - 0
0 Dy --- 0
DF(p) = o0 0

0 0 0 Dy,
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donde los bloques D;, i =0,...,n — 1 corresponden a la matriz jacobiana 2 x 2
de (foit1(x2it1, T2i4+2),s foir2(T2i41, T2i42)); para campos (5) tenemos:

Proposicién 2.10. Sea F : R*® — R?™ un campo vectorial C1 de la forma (5).
Si la derivada DF (p) es Hurwitz sobre un conjunto denso D C R*™ y el origen es
un punto critico hiperbolico, entonces F' es topolégicamente equivalente al campo
radial Ry, .

Demostracion. Denotemos por D := {p, = (p3,p5,...,p%,) : @ € I} un conjun-
to denso donde DF'(p) es Hurwitz, es facil ver que (p§,p$) es un conjunto denso
en R? y que F es Hurwitz si y solo si los correspondientes bloques 2 x 2 son
Hurwitz; asi, la restriccién de F' a este conjunto es Hurwitz; por lo tanto, por el
Teorema, 2.2 la restriccion F(z1;22) = (f1(x1,22), f2(x1,72)) en las primeras dos
coordenadas es topolégicamente equivalente al campo radial Rs, andlogamente
con el resto de los bloques. O
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Resumen

La dinamica poblacional y la propagacién de una enfermedad infecciosa han
sido analizadas ampliamente a través de modelos matematicos. Es conocido que
las enfermedades tienen la capacidad de influir no dnicamente en la dindmica de
los hospederos sino también en la dindmica de otras especies con las que inter-
actian de manera indirecta. De la misma manera, especies interactuando pueden
modificar la evolucién de la enfermedad debido a los cambios en la especie hos-
pedera. El estudio de esos dos efectos combinados es llamado ecoepidemiologia.
En este trabajo se describen algunos modelos ecoepidemiolégicos que muestran
dindmicas muy simples y otros que presentan una dindmica muy compleja. Final-
mente, se proponen lineas de investigacién que coadyuvaran en el desarrollo de la
ecoepidemiologia.

Palabras clave: Bifurcacién, estabilidad global, modelos presa-depredador, mo-
delos epidemiolégicos.

Las enfermedades contagiosas aparecen frecuentemente en la naturaleza
afectando a las comunidades. En particular, algunos estudios han confirmado
que los depredadores tienen la tendencia natural de preferir a las presas jéve-
nes, débiles o enfermas [1, 2]. Esta preferencia se debe a que los sujetos de estos
substractos son mas débiles, menos activos o con menos experiencia, en conse-
cuencia pueden ser ficilmente atrapados por los depredadores [23]. Se ha docu-
mentado, por ejemplo, que los ataques de lobos sobre alces en la isla Royale, en
el lago Superior, es mas exitoso cuando los alces estdn fuertemente infectados
con gusano pulmonar [24]. En otros trabajos, se muestra que depredadores como
leones y lobos ahorran energia seleccionando a las presas que estdn més débiles
debido a una enfermedad [5, 6]. Ademads, Lafferty y Morris (véase [20]) observa-
ron experimentalmente que las tasas de depredacién de pajaros piscivoros sobre
peces infectados es mucho maés alta que sobre peces susceptibles. Una explica-
cion puede ser que los peces infectados tienden a vivir cerca de la superficie del
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agua. Lo mismo ocurre en caracoles acuaticos, los cuales tienden a vivir sobre la
cima de la vegetacién en lugar de estar protegidos bajo la cubierta de la planta.
Una consecuencia importante de esta caracteristica de depredacién podria ser
una reduccién sustancial en el numero de presas infectadas debido a la fuerte
depredacién. Lo anterior implica que los depredadores desvien su atenciéon de
las presas susceptibles temporalmente (debido a la preferencia por las presas
infectadas), lo cual cambiarfa la dindmica poblacional. Esto ultimo sugiere la
importancia de entender esta dindmica de poblaciones para predecir y controlar
su evolucién una vez que alguna de las especies interactuantes es susceptible de
contraer una enfermedad.

En ese sentido, se ha puesto especial interés en la epidemiologia y la ecologia
matematicas. Una breve resena sobre epidemiologia matematica muestra que en
1760, Daniel Bernoulli formulé y analizé un modelo para la viruela con el fin
de evaluar la eficacia de la inoculaciéon de personas sanas con el virus atenua-
do de la viruela [?]; sin embargo, la modelacién determinista en epidemiologia
parece haber comenzado en el siglo XX. En 1906, Hamer formulé y analizé un
modelo de tiempo discreto en su intento de comprender la recurrencia de epide-
mias de sarampion [14] y pudo haber sido el primero en suponer que la incidencia
(nimero de casos nuevos por unidad de tiempo) depende del producto de las den-
sidades de los susceptibles y de los infectados. En 1911, Ross estaba interesado
en la incidencia y el control de la malaria, por lo que desarrollé6 un modelo con
ecuaciones diferenciales para una enfermedad hospedero-vector para la malaria
[25]. En 1926, Kermack y McKendrick publicaron articulos sobre modelos epi-
demioldgicos y obtuvieron el resultado del umbral en epidemiologia, el cual dice
que la densidad de susceptibles debe ser superior a un valor critico para que un
brote epidémico ocurra [2], [19], [21]. Los modelos més recientes involucran com-
partimentos con etiquetas tales como M, S, E, I e R, que son usados cominmente
para distinguir entre distintas clases epidemiolégicas. La eleccion de cuales com-
partimentos se incluyen en el modelo depende de las caracteristicas tanto del
parasito como del hospedero.

Por otra parte, una revisién breve sobre la ecologia de poblaciones muestra
que las interacciones entre especies que ocupan el mismo territorio son descritas
a través de modelos con interacciones del tipo presa-depredador, competencia,
cooperacion, parasitismo, etc. El primer modelo para describir la dindmica de
presas y depredadores surgi6 de las investigaciones de Lotka y Volterra. Ademaés
de este modelo otros modelos clasicos son el mode-
lo de Holling-Tanner, el modelo de Leslie-Gower y el modelo de Rosenzweig-
MacArthur.

Al tratar de entender los efectos que tiene una enfermedad infecciosa en
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especies que comparten el mismo territorio y entre las cuales las interacciones
pueden ser positivas o negativas para ambas, se dio lugar a la construccién de
un nuevo campo llamado ecoepidemiologia.

Una revision sobre el estado del arte en ecoepidemiologia mostré que en la ma-
yoria de los casos, los modelos utilizados son sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias (cuyo desarrollo se mostrara en este trabajo); sin embar-
go, existen modelos dados por ecuaciones diferenciales parciales [3], ecuaciones
en diferencias [18], autématas celulares [29] y ecuaciones diferenciales con retardo
discreto [11].

Anderson y May [1] presentaron uno de los primeros trabajos en
ecoepidemiologia. Ellos encontraron que los depredadores y la presas infecta-
das no coexisten, a menos que estas presas se reproduzcan o que los depreda-
dores seleccionen mas presas enfermas que sanas. Mientras que para enferme-
dades en los depredadores la enfermedad es persistente tanto como las pobla-
ciones de presas puedan alimentar a suficientes depredadores. Hadeler y Freed-
man [13] analizaron un modelo ecoepidemiolégico combinando un sistema de
Rosenzweig-MacArthur, donde la enfermedad infecta a ambas especies y puede
ser transmitida solo tréficamente. Estos dos trabajos han sido la estructura basi-
ca de la mayoria de los articulos de ecoepidemiologia. Venturino es uno de los
pioneros en esta area, y con muchos de sus colaboradores han escrito muchos
trabajos en ecoepidemiologia (Venturino [31], [32], [33], [34], [35], [36]; Stiefs et
al. [28]; Haque y Venturino, [15], [16]; [17]; Sarwardi et al, [26]; Ferreri y Ven-
turino, [9], Gimmelli et al. [12]). En anos recientes, otros autores han escrito
extensamente sobre ecoepidemiologia. En este trabajo lo que se pretende es dar
un panorama sobre el estado actual de la ecoepidemiologia. En ese sentido, a
continuacién se muestran las principales preguntas que surgen en esta area de
las bio-matematicas:

Una vez que una especie es hospedera jcambia su comportamiento?

., Cual de las especies es infecciosa?, si son ambas, jes la enfermedad trans-
mitida tréficamente?

.La infeccién limita la habilidad del depredador para capturar las presas?

.La infeccién altera la vulnerabilidad de las presas al depredador?

iLa infeccién altera la capacidad para competir con individuos de su clase?

En las siguientes secciones se muestran resultados obtenidos de analizar al-
gunos modelos ecoepidemiolégicos con distintos tipos de interacciones entre las
especies, los cuales muestran a grandes rasgos las caracteristicas esenciales de
estos modelos. En este trabajo, a continuacion, se introducen el modelo de Lotka-
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Volterra y un modelo SIS. Después se analizan modelos ecoepidemiolégicos con
funciones de interaccién simple (Ley de accién de masas e incidencia estandar).
Ademas, se modelan interacciones con funciones mas complejas (funciones de
Holling) y se muestran ejemplos de funciones que describen presas que se agru-
pan. Finalmente, se da una pequena discusion y se mencionan algunas futuras
lineas de investigacion.

Nota: Figuras 3, 4, 5, 6, 7, 9 y 10 pertenecen a los articulos que se estan
analizando en esas secciones.

1 Modelo Lotka-Volterra y modelos SIS

1.1 Modelo Lotka-Volterra

Umberto D’Ancona, a mediados de la década de los veinte, en el siglo pasado,
estudié las variaciones poblacionales de peces que interactian. A continuacién
se reproduce la informacién del puerto de Fiume, Italia, durante los anos 1914 a
1923 de selacios.

Ano | 1914 | 1915 | 1916 | 1917 | 1918 | 1919 | 1920 | 1921 | 1922 | 1923
% 11.9 | 214 | 22.1 | 21.2 | 364 | 27.3 | 16.0 | 15.9 | 14.8 | 10.7

D’Ancona pensé que como se habia reducido la captura de peces comestibles,
entonces habia mas presas para los selacios, los cuales se reprodujeron mas rapi-
damente y con éxito. Esta explicacion tenia una falla, ya que también habia mas
peces comestibles en ese lapso. La teoria de D’Ancona muestra solamente que
hay més selacios si la pesca se realiza a niveles més bajos; no explica por qué un
bajo nivel de pesca es méas benéfico para el depredador que para la presa.

Después de haber trabajado con el problema un tiempo razonable, D’ Ancona
se dirigié a su colega Vito Volterra. La esperanza era que Volterra pudiera for-
mular un modelo matematico del crecimiento de selacios y sus presas, y de los
peces comestibles, y que dicho modelo diera respuesta a su interrogante. Volterra
inici6 su andlisis separando a las poblaciones: R(t), las presas (peces comestibles)
y F(t), los depredadores (selacios).

Se supuso que el habitat para las presas es ilimitado, asi que en ausencia de
los depredadores las presas se reproduciran exponencialmente a una tasa a. En
ausencia de las presas, los depredadores decrecen de manera exponencial a una
tasa b. Las interacciones entre individuos de las dos especies resulta en pérdida
para las presas y ganancia para los depredadores, las cuales estdn denotadas por
los coeficientes ¢ y d, respectivamente.
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Figura 1: Orbita periédica del modelo presa-depredador.

El modelo Lotka-Volterra para interacciones entre depredadores y presas esta
dado por:

R =aR — ¢RF, (1)
F = —bF + dRF.

Obsérvese que el sistema de ecuaciones (1) tiene dos soluciones de equilibrio:
Ey = (0,0) (extincién) y Ey = (2, 2) (coexistencia). Se ha demostrado que E
es silla y E7 es un centro.

Por otro lado, las érbitas del modelo (1), para z,y # 0 son las curvas solu-

ciones de la ecuacion

dy  y(—c+dzx)
dr  z(a—by)

Cuya familia de soluciones estd dada por

ya $C

eby edv

La cual define una familia de curvas cerradas para z,y > 0 (véase Figura 1).

1.2 Modelo SIS

Considere que en una poblacién totalmente susceptible se introduce un pequeno
grupo de individuos que tiene una enfermedad infecciosa. Preguntas que surgen
de forma natural son: ;Qué ocurre cuando transcurre el tiempo? ;Aparece una
epidemia o desaparece la enfermedad? Estas pueden ser contestadas al construir
un modelo que describa la propagacion de una enfermedad infecciosa dentro de
una poblacién.
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Un modelo epidemioldgico es el modelo SIS, el cual estd dado por:

S = —AN)SI +~I + p— psS, (2)
I =XN)SI —~I — pl.

S e I denotan la fraccién de susceptibles e infectados en la poblaciéon de
tamano N. La funcién de incidencia A(N) puede ser modelada por una funcién
constante, A\(V) = A, lo que permite una simple Ley de accién de masas, o
por una funcién no lineal, por ejemplo, A\(INV) = %, la cual es considerada en la
incidencia estandar. Los pardmetros v y 1 denotan las tasas de recuperacion de
la enfermedad y mortalidad /nacimientos.

En los modelos epidemiolégicos un parametro de especial interés es el nimero
reproductivo bésico (denotado por Ry), el cual describe el nimero de infecciones
secundarias que un individuo infectado es capaz de producir cuando es introdu-
cido en una poblacién totalmente susceptible durante su periodo de infeccién.
Por lo que cuando Ry < 1 el numero de infectados disminuye, mientras que si
Ry > 1 la poblacién de individuos infectados aumenta.

En el caso en que la incidencia estd dada por una Ley de accién de masas,
se tiene Ry = —2—. Mientras que si existe incidencia estdndar, Ry = m Los

Kty
puntos de equilibrio asociados a cada modelo estdan dados por (1,0) y <Ri0, (R%gl))

para Ry asociado al tipo de incidencia utilizada. Un anélisis de bifurcacién mues-
tra que el modelo 2 presenta una bifurcacién hacia adelante en Ry = 1 (Véase
Figura 2).

A continuacién se muestran algunos modelos ecoepidemiolégicos resultado de
combinar los modelos (1) y (2) y algunas variantes de ellos.

1.3 Descripcion general de los modelos ecoepidemiolégicos

En los modelos mostrados previamente la velocidad relativa a la que crecen
o decrecen las poblaciones, se supone constante cuando no hay interacciones
entre ellas (crecimiento/decrecimiento exponencial). Sin embargo, este supuesto
estd asociado, por ejemplo, a que no existe una limitante por alimento o por
espacio. Por el contrario, cuando el crecimiento de la poblacién estd acotado por
la capacidad de carga del ambiente, se puede decir que la velocidad relativa de
crecimiento de la poblacién es decreciente como funciéon de la densidad de la
poblacién. Ademsds, entre la velocidad de cambio relativa y la poblacién existe
una relacién lineal. Eso nos lleva a tener un crecimiento logistico.

En esta revisién de la literatura, se analizan los siguientes modelos ecoepide-
mioldgicos: sean P = Presas, D = Depredadores, P; = Presas infectadas y Dy =
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02 )

Figura 2: Bifurcacién hacia adelante. Si Ry < 1 existe un unico estado de equilibrio
(equilibrio libre de enfermedad) el cual es localmente asintéticamente estable, mientras
que si Ry > 1 el equilibrio libre de enfermedad pierde su estabilidad y aparece un
equilibrio endémico localmente asintéticamente estable.

Depredadores infectados, entonces

Modelo (PP;D) ‘ Modelo (PDDy) ‘
P =Gy(P)+Cy(P,D, Pp), P = G,(P) + Cy(P,D, Dy), (3)
P = G3(P;) + Cs(P, D, Py), D = Go(D) + Co(P, D, Dy),
D:GQ(D)+CQ(P,D,P]). D]:G3(D[)+C3(P,D,D[),

donde G; describe el crecimiento (exponencial o logistico) de la poblacién en
ausencia de las otras especies o clases, y C;, las interacciones demograficas o
epidemiolégicas entre individuos de todas las especies o clases. ¢ = 1,2,3. En
las siguientes secciones se muestran combinaciones de los modelos (1) y (2) o
modificaciones de ellos, los cuales tienen alguna de las estructuras descritas an-
teriormente en (3).

2 Modelos ecoepidemiolégicos con dinamica simple

A continuacion se presentan algunos modelos ecoepidemiolégicos en los cuales
las interacciones demograficas y epidemiolégicas son descritas por una funcién
del tipo Holling I.

2.1 Influencia de enfermedades en modelos presa-depredador

Venturino [31] analiza 8 modelos ecoepidemiolégicos que relacionan el modelo
de Lotka-Volterra (1) y el modelo SIS (2) utilizando dos tipos de incidencia:
Ley de accién de masas e incidencia estandar. En un primer caso supone que la
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enfermedad se propaga solamente en las presas (PP;D), y en un segundo caso,
los depredadores son los que pueden ser infectados (PDDy).

Modelo (PP;D) \ Modelo (PDDy) |
P =aP — ¢cPD — APP; +~Py, P =aP - c¢PD —nPDy, (4)
Py = —P; + APP; — gP;D, D = —bF +dPD — 6DD; + vDy,
D = —bD + dPD — hP;D. D; = —vD; +6DD; + ePDy.

Los supuestos sobre los que se construyeron los modelos dados en (4) son los
siguientes:

Supdéngase que las presas infectadas no se reproducen y que no hay mortan-
dad relacionada con la enfermedad. Se supondra que la tasa de incidencia esta
dada por la Ley de accién de masas o la incidencia estandar. Los parametros
demograficos a,b,c y d tienen la interpretacién dada en el modelo de Lotka-
Volterra, mientras que los parametros epidemiolégicos A y v son interpretados
como en el modelo S descrito por el sistema (2).

En el modelo (PP;D) el coeficiente h no tiene restricciones sobre el signo.
Si h < 0, se tiene un valor positivo de depredacién, correspondiente al modelo
Lotka-Volterra y finalmente, el parametro g mide la pérdida de las presas infec-
tadas al interactuar con los depredadores. Mientras que en el modelo (PDDy),
d=An=gye=h>0.

Utilizando una incidencia del tipo Ley de accién de masas y las suposiciones
anteriores, se tiene que:

Si se analiza h, se tienen los siguientes casos: 0 < —h < d, lo cual significa
que las presas infectadas tienen un valor nutricional menor que a la de los sanos,
y el caso —h > d, expresa el hecho de que las presas enfermas son més faciles
de atrapar. Por otro lado, para h > 0 se consigue un modelo més interesante.
Este caso sugiere que un depredador que interactiia con una presa infectada
quizé llegue a enfermarse y finalmente muera. En tal caso, se supondra que esos
depredadores enfermos son incapaces de cazar, asi que se pueden remover de la
poblacion, lo que simplifica el modelo.

Si se utiliza la incidencia estdndar para describir el nimero de nuevos infec-
tados en los modelos dados en (4), se debe tomar en cuenta el nimero total de
presas y depredadores denotado por N y M, respectivamente. Sean X e Y y W
y Z las fracciones de presas y depredadores susceptibles e infectados, entonces:

P D
Y=IyM=D+D,W="LyzZ=— =1-W.

N=P+ P, X =
+ rr, M M

P
N?
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Las restricciones sobre las nuevas variables son: X +Y =1, X, Y, N, F > 0,
z=9g—c>0,r=X—a.

Observe que el requerimiento z > 0 es natural, ya que equivale a exigir que
presas infectadas sean mas vulnerables a sucumbir a un ataque que los individuos
sanos. Después de algunas simplificaciones, se tienen los modelos anteriores pero
con una incidencia estandar:

’ P; e incidencia estdndar \ D; e incidencia estdndar ‘
N=N(a—cD~-Y(a+2D)), P=Pla—cM(1—-W)—-ngMW), (5)
D=D(=b+dN — (d+h)YN), W=W(A-W)b+3+(e—d)P)—v),
Y=Y((1-Y)r—2zD)—n). M=M((dP-b)(1-W)+ePW).

A continuacion se muestran las soluciones de equilibrio para v =0y v # 0.

2.2 Equilibrios en los modelos 4 y 5

En los 8 modelos analizados en [31] aparecen siempre los equilibrios, Ey = (0,0, 0)
(extincidn) y el caso en que existen ambas poblaciones sanas y no existen indi-
viduos infectados, el cual es denotado por F1, es decir, P = g, D=%yP =0
o Dy = 0. Para 7 = 0 (modelo ST), se tiene:

’ Modelo ‘ Puntos de equilibrio ‘
— (ah+b)) adg—cbX _ahtbA
PPD, AM | E; = (0,02,0), < ((l:h—‘rdg v,(\lcghfdg) (ihi@))'
PDD;, AM | Qs = (0,0,V1), Q3 = (P3, obu adbtceh)
PP[D, 1E Py = (Nz’ L, 0)’ Py = rdg-&-fli? haz’ azz)\rcy g
PDDy, IE | To = (0,1,My), Ty = (32, JeH8 03 ).
donde AM =Accién de masas, I FE =Incidencia estandar, Py = % y M3 =
—ad(d— .
m. Para v # 0 (modelo SIS), se tiene:
’ Modelo ‘ Puntos de equilibrio
PPD, AM | E; = (P;, Pr;, D;).
PDD;, AM | Q; = (5 Di @ nDi).
_ _ b r(1-Y;)—
PPD, IE | Py=(0,1-2,0) P, = (q=sb=m Y ZU_JY]_)W).
_ _ b(1-W;)
PDD;, IE | Ty = (0,1 - bﬁ,o) T, = (mwjm) .
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Figura 3: El equilibrio no trivial es inestable, pero bajo algunas condiciones sobre los
pardmetros las soluciones se aproximan a la solucién del modelo de Lotka-Volterra.

donde AM = Accién de masas, [ = Incidencia estdandar, ¢ = 4,5, j = 5,6 y
Ps, Ds, Ys y Wy, son soluciones de ecuaciones cuadraticas, las cuales son funciones
de los parametros y Us, Vi, No v Mo, valores arbitrarios y fijos.

En [31] se mostré que en los 8 modelos analizados Ej es inestable. Particu-
larmente, de un analisis de estabilidad de los equilibrios asociados a los modelos
PP;D, con la incidencia dada por la Ley de accién de masas (véase modelos 4
y 5), se obtuvieron los siguientes resultados: en todos los casos, el equilibrio E;
correspondiente al equilibrio trivial neutral del sistema de Lotka-Volterra sur-
ge, y muestra su inestabilidad o su estabilidad neutral, en el sentido de que el
numero de infectados tiende a cero y las trayectorias se aproximan al ciclo limite
neutralmente estable en el plano PD (véase Figura 3).

Otro tipo de equilibrios triviales son dados por la linea P =0, D =0 (v = 0)
y el nimero de infectados arbitrario de los depredadores o presas (Pr, D # 0).
Este es usualmente estable y corresponde al caso donde unicamente sobreviven
los infectados. Un tercer caso es que existen equilibrios no triviales. Resulta, sin
embargo, que en los modelos en los que la incidencia es representada por la Ley
de accién de masas los equilibrios no son factibles o son inestables en el caso méas
interesante de valores negativos de depredacién donde h > 0.

Cuando se usa una incidencia estandar en los modelos PD Dy (véase modelos
4y 5), si se considera el modelo SI, el equilibrio no trivial no es factible o es
inestable nuevamente. Sin embargo, para el caso SIS se obtienen equilibrios no
triviales estables. Esos son los casos mas interesantes debido a que muestran un
comportamiento completamente diferente al caso de Lotka-Volterra. El compor-
tamiento a largo plazo del tamano de los depredadores alcanza un valor mas
pequeno que el caso de Lotka-Volterra, mientras que las presas aumentan. En-
tonces, si la enfermedad se propaga entre las presas, estas pueden actuar como
un control sobre los depredadores. Si, en contraste, la enfermedad actia sobre
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los depredadores, los equilibrios T5 y Tg muestran nuevamente un nivel mas ba-
jo que los correspondientes dados por el modelo de Lotka-Volterra. Se sugiere
en [31] que si el objetivo es controlar a la poblacién de depredadores, se puede
introducir un plaga sobre ellos; sin embargo, las presas son danadas, aunque no
demasiado.

2.3 Efecto de enfermedades en especies compitiendo

Venturino [32] estudié la dindmica de dos especies compitiendo, P(t) y Q(t).
Cada una de ellas susceptible a un patégeno y cuyo crecimiento en cada especie,
en ausencia de la otra, estd dado por un término logistico. La competencia entre
ambas especies puede ser porque ambas son depredadoras y se alimentan una de
la otra, o cuando ambas especies sobreviven en el mismo hédbitat con el mismo
recurso, por ejemplo, ovejas y vacas.

A continuacién se muestra el comportamiento de un modelo con competencia
intra e interespecifica, las cuales estan determinadas por los pardametros b, f y ¢, e,
respectivamente, y ambas especies crecen de manera proporcional a su poblaciéon
con constante de proporcionalidad, a o d.

Un modelo clasico de competencia esta dado por:

P = P(a—bP) — cPQ, (6)
Q=Q(d— fQ) —ePQ.

Los estados de equilibrio para el modelo (6) son

’ Puntos de equilibrio ‘

B = (0,051 = (3,0),B: = (0.9)  Bo = (32 ).

Cuando Ej es factible puede ser estable o inestable. En el caso en que sea
estable ambas especies sobreviven, asi que Ey y F5 son inestables. En caso con-
trario, si E3 es un punto silla entonces E1 o Ey son asintéticamente estables y
solamente una especie sobrevive, dependiendo si la condicién inicial pertenece a
la cuenca de atraccién de Ey o Es. Observe que Ey es inestable.

2.4 Modelo ecoepidemiolégico

A continuacién se analiza el caso ecoepidemioldgico. Supéngase que una enfer-
medad solo se propaga en la especie Q(t), y esta clase de infectados es denotada
por V (t). Podria pensarse que si un individuo de la especie P(t) contrae la en-
fermedad, este muere inmediatamente y es removido a través del término de
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interacién —nPV. Usando la incidencia estdandar otro modelo puede ser formu-
lado. Asi, Q +V = N y definiendo las fracciones T = %, U = % Se tienen los
siguientes modelos:

Accién de masas (PQV')

P = P(a—bP) — cPQ — nPV, (7)
Q=0Q(d~f(Q+V)) —ePQ—35QV + vV,
V =—vV +6QV —gPV — fV(Q+V).

Incidencia estandar (PN Dy)

P =P(a—bP —cN — (c—n)UN), (8)
N =N((1-U)(d—eP) — fN — gPU),
Dr=U(1-U)((6-d)+ (e—g)P) —v).

Obsérvese que los parametros n y g en la primera y tercera ecuacidones pueden
ser interpretados como una eliminacién inmediata de los P y V' del modelo, como
se discutié arriba, o mas como competitividad reducida de la especie infectada. §
y v denotan la incidencia de la enfermedad, es decir, la habilidad de propagarse
a los susceptibles y su tasa de recuperacion.

Las letras latinas indican parametros relativos a las interacciones entre po-
blaciones, mientras que las letras griegas son parametros epidemiolégicos.

2.5 Ley de accién de masas

Los primeros cuatro estados de equilibrio son analogos al caso estudiado ante-
riormente, difiriendo ligeramente en sus andlisis de estabilidad, debido a que Fj
nunca puede ser estable (véase modelo 6). Los puntos de equilibrio asociados al
modelo (7) estan dados por:

’ Puntos de equilibrio ‘

— & _
Eo = (0,0,0), B = (§,0,0), B> = (0,£,0) , By = (=22, =2 0)

Un andlisis de estabilidad del equilibrio E3 muestra que si se satisfacen ciertas
condiciones sobre los pardmetros, el valor propio asociado a la clase V() es real
negativo, asi que las trayectorias tienden al plano V' = 0, y en este caso, el
comportamiento global del modelo se reduce al sistema clasico de competencia
y la enfermedad no tiene relevancia (véase Figura 3).
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Aqui la epidemia no puede influir sobre la demografia. Sin embargo, se esta en
el caso en el que se puede remover la poblacion infectada agregando un competi-
dor. La diferencia con Es es que, ademas, el competidor sobrevive y la poblacion
en cuestién tiende al equilibrio correspondiente a E3. Otros puntos de equilibrio
son:

’ Puntos de equilibrio ‘

o— 5 P v
E475 = <0,Q475, % — V) ,E6,7 = ( b;@z;)7Q6777 b;?:};;) .

Donde Q45 son las raices del polinomio cuadratico.
5Q° — (df +2vf)Q + v*.

Con
P(Qs,7) = Qe,7(fn—n6 — cf) +nv +af,

V(Qs,7) = Qo,7(b(0 — f) +cg) — (sg + bv).

Donde Qg7 es la solucién de la ecuacion cuadratica:
P(Q) = a2Q* + a1Q + ap = 0,

y las a; son funciones de los pardmetros.

En [32] se dan condiciones analiticas para que exista un equilibro no trivial
en el que las tres poblaciones coexistan. En cuanto a un analisis de estabilidad,
de las otras soluciones de equilibrios, en la mayoria de los casos no se demuestran
resultados de estabilidad. Sin embargo, numéricamente se muestra que el modelo
presenta érbitas periddicas alrededor del equilibrio endémico, y en los otros casos
los resultados son andlogos al modelo de competencia sin individuos infectados.

Cuando se tiene una incidencia estandar, podrian existir hasta 9 equilibrios.
Un resultado importante es que bajo algunas condiciones sobre los parametros
el equilibrio (%, 0,1— m) es estable, lo que permitiria la coexistencia
entre los individuos no susceptibles al patégeno y los individuos infectados de la
otra especie. Asi que si se agregan los competidores como estrategia de control,
entonces no se alcanza el objetivo sin importar con qué tipo de incidencia se
contabilizaron los nuevos individuos infectados.

2.6 Efecto de enfermedades en comunidades simbidticas

En Venturino [37] se extienden los andlisis previos de modelos presa-depredador
o especies compitiendo sujetas a una enfermedad propagandose en una sola es-
pecie. En esta seccién se analiza el caso en el que las interacciones benefician a
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ambas especies.

El modelo clasico de especies simbidticas es descrito por el siguiente modelo,
y donde las letras latinas describen efectos demograficos y las letras griegas,
efectos epidemiolégicos, las cuales son constantes no negativas:

P = P(a — bP) + cPQ, (9)
Q= Q(d~ fQ) +ePQ.
En este caso se tiene una relacién de mutualismo (beneficio comin entre

especies).
En este caso se tienen los siguientes equilibrios:

’ Puntos de equilibrio ‘

d
[Bo=0.0) B = (5,0) Fa = (0.) s = (2 %) |

Cuando Ej3 es positivo, el equilibrio es estable globalmente. En ese sentido,
obsérvese que este nivel de sobrevivencia es méas alto que cuando hay exclusion.
Esto subraya la esencia del mutualismo. Si bf < ce, el w limite llega a ser el
punto (00, 0), 7. e. una explosién de la poblacién.

2.7 Modelo ecoepidemiolégico

Denote V' los individuos infectados de la poblacion ). Obsérvese que si
interactian individuos P y V estas interacciones auin son mutualistas. Sin em-
bargo, cuando los individuos P y V interactian estas interacciones no seran tan
benéficas como cuando interactiian con individuos sanos (), entonces se usara la
letra k para describir estas interacciones, la cual en principio es mas pequena
que las interacciones entre individuos sanos modeladas por la letra c. Es decir, k
describe el mutualismo reducido. Una discusién similar se da para el beneficio
que reciben individuos infectados cuando interactiian con individuos sanos, lo
cual es modelado por el pardmetro g, el cual podria satisfacer g > e. Este be-
neficio podria ser mayor para los infectados que para los sanos. Mientras que,
por otro lado, si se cumple que g < e podria decirse que los individuos enfermos
pueden ser menos capaces de vagar por el medio ambiente, beneficiAndose menos
de las interacciones con la comunidad simbiética. La tasa a la que se reproducen
los individuos sanos estd dada por d y de individuos infectados cuyos nacimientos
pueden ser sanos o infectados en una tasa h y [, respectivamente.
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Bajo los supuestos anteriores, el modelo propuesto en [37] es el que se muestra
a continuacion:

P = P(a — bP) + cPQ + kPV, (10)
Q=Q(d— f(Q+V))+ePQ —06QV + (v +h)V,
V=V(I-fQ+V))+dQV +gPV —vV).

Enseguida se muestran los equilibrios que son andlogos al caso en que no se
tienen individuos infectados (modelo 9):

’ Puntos de equilibrio ‘

a d af+cd dbtae
EO = (07050)7E1 = (E)O)O) 7E2 = <07?)0) 5E3 = (b‘?_ce) bftce) ) .

En este caso, el tinico equilibrio estable es F3 cuando
l—v+(6— Q3+ gP3 <. (11)

A continuacién se muestran los equilibrios en los cuales se tiene existencia de
la clase infectada:

’ Puntos de equilibrio ‘

Ey5 = <0, Qa5 30— f)Qus +1— V) » Ee,7 = (Po,7, Q6,75 Ve, 7) -

Donde @45 son soluciones de la ecuacién
(Z) =82Z% — (f(l—d+h)+5(1—2v—h)Z+ (v+h)(v—1) = 0.

Se puede demostrar que el equilibrio Fy 5 cuando es factible es inestable y los
equilibrios Fg 7 tienen la caracteristica de que ambas especies coexisten en niveles
diferentes de cero y un estado endémico de la enfermedad. Dichos equilibrios son
investigados numéricamente.

Por = (7o @ur(ef + K3 = )+ of + kit =)

Vor = (72 (Quaea + 30— )+ ag + it = ))).

Aqui Qg7 resuelve la ecuacién cuadratica e0Z? + e1Z + e3 = 0, donde los
coeficientes ey, e1 y e2 del polinomio son funciones de los parametros. Esta
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#=5,b=1, o=1, d=5, &=1,1=2, g=0.4, k=0, k=4.3, 1=0, nu=0, dalta=2.1
20 40

= mf

1wk

Figura 4: Efecto de la enfermedad sobre Ejg, el equilibrio simbiético. La linea horizontal
representa el estado de equilibrio en ausencia de la enfermedad.

Figura 5: Erradicacién de la enfermedad debido a la introduccién de una especie sim-
bidtica. Caso favorable con los parametros: a = 2,b = 0,1,¢c = 1,d = 4,e = 0,01, f =
2,05,g=0,h=3,k=0,l=49,vr=25,6 =0,9.

investigacién fue impulsada principalmente por las dos cuestiones bioldgicas.
Se mostré que una enfermedad podria tener un impacto positivo en un siste-
ma simbidtico, un hecho que puede tener una relevancia experimental (véase
Figura 4).

También, una especie de reciente introduccion, en general, no puede acabar
con una enfermedad de otra poblacién con la cual hay una relacién de simbiosis.
Esto significa que la enfermedad es endémica de la poblacién afectada y no
puede desaparecer sin intervencién, a menos que la poblacién afectada ya esté en
las “condiciones adecuadas”para remover la epidemia por la interaccién (véase
Figura 5).

En una relacién simbidtica, la especie no afectada por la enfermedad nunca
puede ser eliminada del ecosistema, como muestra el equilibrio Fy 5, ya que es
inestable cuando es factible. Solo dos resultados son posibles para las trayec-
torias: tienden a un equilibrio interior en el que ambas especies sobreviven y
la enfermedad es endémica (véase Figura 4) o tienden al equilibrio demografico
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subyacente en el que se erradique la enfermedad (véase Figura 5). Nétese que
en las condiciones para la estabilidad del equilibrio libre de enfermedad solo el
primer valor propio A; es de relevancia (véase 11). Actuar en tales pardmetros
entonces haria posible erradicar la enfermedad o introducirla en el ambiente. Los
resultados de las simulaciones parecen indicar que los tinicos dos equilibrios posi-
bles que pueden ser estables no pueden compartir esta propiedad ni su opuesta.
De ahi que solo uno a la vez es factible y estable con una gran cuenca de atrac-
cién. La condicién para que ocurra esto parece reducirse simplemente al signo del
primer valor propio del equilibrio libre de enfermedad. Nétese que la estabilidad
asintdtica local podria llegar a ser global.

3 Modelos ecoepidemiologicos con dinamica
compleja

En esta parte del trabajo se presentan modelos ecoepidemiolégicos en los cuales
las interacciones demograficas y epidemioldgicas son descritas por una funcién
del tipo Holling I y II. Es decir, en algunos casos se supone una funcién de
respuesta acotada como funcién de las especies sanas.

3.1 Oscilaciones en el modelo presa-depredador pueden
cambiar cuando las enfermedades son endémicas

Bate y Hilker [4] analizaron un modelo ecoepidemiol6gico basado en dos modelos:
el modelo de Rosenzweig-MacArthur y un modelo S, en el cual se tiene creci-
miento logistico y respuesta funcional tipo Holling II, y decaimiento exponencial
de los depredadores sin presas. Se formula el modelo en términos de las pobla-
ciones totales de presas y depredadores, y de la prevalencia de la enfermedad en
la poblacién huésped. Es decir, ip = g2y in = 52—, donde Ip (Iy) y
Sp (Sy) son las densidades infectadas y susceptibles de depredadores (presas),
respectivamente, y IV es la poblacién de presas susceptibles (antes de un cambio
de variable); P describe a los depredadores.

’ Depredadores infectados ‘ Presas infectadas ‘
N =rN(1 —N) —¢(N, P), N =rN(1 - N) —¢(N, P) — uNip,
P = —mP +¢(N, P) + pPip, in =in (8P — p)(1 —in —71)),
ip =ip ((8 — uP)(1 —ip) —¢(N,P)). P =—mP+¢(N,P). (12)

donde ¢(N, P) := h]\fr—ljv, u es la tasa de muerte inducida por la enfermedad, ( es
la tasa de infecciosidad, r es la tasa de nacimiento per capita en lugar de una
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Figura 6: a) y b) Modelo con depredadores infectados, ¢) y d) Modelos con presas
infectadas. La enfermedad se establece en depredadores huéspedes como funcién de la
tasa de transmision . Las lineas gruesas describen equilibrios estables, lineas delgadas
equilibrios inestables; circulos negros, oscilaciones estables; circulos blancos, oscilaciones
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los estados de equilibrio (inestables) de la variable.

tasa de crecimiento. Esto significa que las presas susceptibles solo experimentan

mortalidad via depredacién y competicion, y h es la densidad de saturacion

media para la respuesta funcional del tipo Holling II. Los parametros del modelo

son fijos, de tal manera que el sistema tiene un ciclo limite en ausencia de la
1—h

enfermedad. En este caso, m < iTh

La Figura 6a muestra cuando una enfermedad se establece en una pobla-
cion de depredadores que oscila. Para transmisiones bajas, la enfermedad no es
endémica y solamente las oscilaciones en el equilibrio libre de enfermedad son
estables. En Ry = 1, un equilibrio endémico bifurca desde el equilibrio presa-
depredador libre de enfermedad. Para una region de parametros después de uno,
se tienen oscilaciones libres de enfermedad con un estado de equilibrio inestable.
Es decir, la enfermedad no es endémica a pesar de R > 1. En Ry = 1 un ciclo
limite endémico bifurca desde el ciclo limite estable libre de enfermedad en los
depredadores. Mas alla de esto, las oscilaciones son endémicas hasta que colapsan
con un equilibrio inestable en una bifurcacién de Hopf. Dando lugar a estados
endémicos estables. Ademaés, se muestra que el equilibrio libre de enfermedad es
estable para valores de Ry > 1 y P*. Esto significa que el sistema permanece
libre de enfermedad para un rango de parametros grande debido a la dindmica
oscilatoria.

La Figura 6b muestra que esta diferencia puede ser atribuida a diferencias
entre el equilibrio y las oscilaciones de los depredadores.

Por otro lado, en la Figura 6¢ se muestra que las oscilaciones en el estado
endémico (estable) bifurcan desde el equilibrio libre de enfermedad del presa-
depredador antes de que el equilibrio endémico bifurque desde el equilibrio libre
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de enfermedad. Esto contrasta con el caso anterior (Figura 6a), donde las osci-
laciones bifurcan antes del punto de bifurcacién. Por lo tanto, existe una region
(regién gris) donde la enfermedad es endémica y las oscilaciones, despreciables
para R < 1. En este caso, Rj = % Finalmente, en la Figura 6d se muestra
que este cambio puede ser atribuido a la diferencia entre N* y N.

Obsérvese que en ambos modelos, donde se tienen presas o depredadores
infectados, el equilibrio puede estabilizarse.

Bate y Hilker [4] demuestran que las condiciones para que una enferme-
dad llegue a ser endémica en una poblacién huésped involucrando una relacién
presa-depredador, depende de la densidad huésped en el tiempo promediado. Las
oscilaciones en el modelo Rosenzweig-MacArthur tienen un gran tiempo prome-
dio de densidad en las presas y bajo en los depredadores comparado con su
correspondiente equilibrio. Esto significa que las oscilaciones en el modelo presa-
depredador con més facilidad serdn endémicas en una poblacién de presas y mas

dificilmente en una poblacién de depredadores.

3.2 Transmisién dependiente de la enfermedad (DD Model) y
transmisién dependiente de la frecuencia (FD Model)

Bate and Hilker [5] analizan dos modelos, en los cuales las presas (denotadas por
X) crecen logisticamente con capacidad de carga K en ausencia de depredado-
res. En la ausencia de presas, los depredadores decrecen exponencialmente. La
depredacién es descrita por una respuesta funcional del tipo Holling II. Las infec-
ciones son descritas por un modelo SI. Los depredadores susceptibles e infectados
son denotados por S e I, respectivamente.

La presencia de enfermedades infecciosas puede cambiar dramaticamente la
dindmica de sistemas ecoldgicos. En este modelo se muestra la existencia de una
bifurcacion del tipo silla y una bifurcacion de Hopf subcritica intercambiando
puntos y ramas en soluciones periédicas, y una cascada de periodo doble al caos.
En este modelo se muestra que hay regiones de biestabilidad, en las cuales la en-
fermedad puede o no establecerse. Ademas, existe triestabilidad, la cual envuelve
un toro endémico (o ciclo limite), un equilibrio endémico o un ciclo limite libre
de enfermedad. El toro endémico parece desaparecer via una 6rbita homoclinica.
Notablemente, algunas de esas dinamicas ocurren cuando Ry < 1, donde no se
esperarian situaciones endémicas en absoluto. Los regimenes multiestables ha-
cen que el sistema sea muy sensible a las perturbaciones y facilite una serie de
cambios de régimen, algunos de los cuales pueden ser irreversibles. El modelo
usado es basado en el modelo Rosenzweig-MacArthur. En este caso, b es la tasa
de crecimiento de las presas cuando la poblacién es pequena, H es la densidad
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Figura 7: Bifurcaciones toro y triestabilidad en el modelo DD. La regién gris muestra una
zona de triestabilidad entre el equilibrio libre de enfermedad con presas y depredadores,

un equilibrio con coexistencia y un ciclo limite con coexistencia o toro. En ambas figuras
Ry <1ly Ry <1

de saturacién media, a es la tasa de depredacién maxima por depredador por
presa, e es la tasa de conversién de biomasa, d es la tasa de muerte per capita
del depredador, « es la tasa de muerte inducida por la enfermedad y o es el
coeficiente de transmisibilidad.

Modelo DD ‘ Modelo FD ‘
- X aX(S+1) - X aX(S+1)
X_bX<1_K>_ H+X X_bX<1_K)_ H+X
- aX(S+1) L aX(S+1) SI
. g ST
I=0SI—(d+a)l. I—0S+I—(d+a)l. (13)

El modelo DD presenta triestabilidad, un toro estable y su destruccién via una
bifurcacién homoclinica. Mientras que el modelo FD puede exhibir
caos via una cascada de periodo doble. Ademas, existe histéresis.

La figura 7 describe la dindmica del sistema cuyo comportamiento se enuncia
a continuacién:

e Existe una bifurcacién del tipo silla en el equilibrio en que coexisten todas
las especies.

e Existe biestabilidad entre oscilaciones libres de enfermedad y equilibrios en
coexistencia.
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Disease—induced death, p

Figura 8: Cascada de doble periodo, la cual resulta caética inmediatamente después de
pw=12.

e Las bifurcaciones de silla y Hopf tienen una posicién cambiante (bifurcacién
tangencial).

e Surge una bifurcacién toro a través del ciclo limite inestable que emana de
la bifurcacion de Hopf, estabilizando el ciclo limite.

e El toro estable creado en la bifurcacién toro es destruido por una bifurca-
ciéon homoclinica.

En [5] se muestra que en el modelo FD, aumentada la tasa de muerte inducida
por la enfermedad p, surgen bifurcaciones de periodo doble (véase Figura 8).

También se muestra que en el modelo DD, bifurcaciones de periodo dos no
han sido encontradas; sin embargo, en [5] se comenta que bifurcaciones de periodo
dos y el fenémeno de la cascada al caos podrian existir.

4 Modelos con presas infectadas y defensa grupal

En esta seccion se describen tres modelos ecoepidemioldgicos que describen la
defensa de las presas, debida a la manada o rebano. Cada uno de los tres modelos
presentados en esta seccién utilizan una funcién distinta para describir esta de-
fensa. En el primer caso, una funciéon no acotada y, finalmente, las dos restantes
son funciones acotadas del tipo Holling IT y TV.
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4.1 Un modelo ecoepidemiolégico con depredadores enfermos y
defensa grupal de las presas

En este trabajo, Belvisi y Venturino [7] analizan el comportamiento de una po-
blacién de presas que se reunen en manadas o rebanos, asi como una poblacién
de depredadores, los cuales pueden ser sanos o infectados. th) denota la po-
blacién de presas, F, los depredadores sanos, y G, los enfermos. Supéngase que
las presas se reproducen logisticamente a una tasa intrinseca 7 y con capacidad
de carga K, y son capturadas a una tasa @ por los depredadores sanos. Da-
do que las presas se retinen en manadas, los individuos en su frontera se veran
afectados en su mayoria por los ataques de los depredadores. Esto se modela
usando un término a razon de raiz cuadrada para la poblacién de presas, repre-
sentando la poblacion de presas que ocupa esta parte del suelo. Este término es
similar a usar una funcién de respuesta del tipo Holling II, pero los mecanismos
biolégicos son completamente distintos, ya que en el otro caso se emplea para
describir la saciedad de los depredadores, \ es la tasa de transmisién, m es la
tasa de mortalidad de los depredadores, y € representa el factor de conversién
de presas capturadas a depredadores. Los depredadores infectados se supone que
son cazadores mas débiles, por lo que ellos mueren a una tasa n expresando la
combinacién de muerte natural y mortalidad relacionada con la enfermedad. El
sistema, construido bajo las hipétesis anteriores estd dado por:

dR—r(l—I]i)R—aF\/E,

dr

CZTF — _mF + eaF VR - AFG,

-

4G G+ 3GF. (14)
dr

La singularidad es removida mediante un cambio de variable:

—  _ dP 1 dR
:P _———
\/E " dr VR dT

Aqui P puede ser interpretada como el nimero de presas en la frontera del
rebano. Dimensionalizando el modelo y haciendo los siguientes cambios de varia-
ble ¢t = d7, las nuevas variables son P(t) = aP(7), F(t) = BF(7),G(t) = vG(1)
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y se tiene el modelo PF'G, dado por:

P=(1-P%)P —aF, (15)
F = F(-m+eaP — )G),
G = G(—n+ \F).

Observe que el dltimo término de la ecuacién para R llega a ser lineal después
del cambio de variable.

Los equilibrios del sistema (cuando son factibles) son: extincién, inicamente
presas, ambas especies sanas y coexistencia. Fy = (0,0,0), E; = (1,0,0), Ey =
(b, 5(1=9%),0) y B3 = (B3, &, S(Ps — p)).

P5 solucién de f(P3) = P3— P — h = 0. Ademas, se necesita p <1y P3 > p
para que Es y E3 sean factibles.

Sean P; y P5 soluciones de f(P3). Entonces Py € {0

ademds, se tiene que satisfacer que

75 < 1)

1}
"V3
1>.P3>p,

De un analisis de estabilidad, se tiene que Ej es inestable siempre.
FE; es local y asintéticamente estable si p > 1.
F)» es asintéticamente estable si p > % y h > p(1 — p?).

Aplicando el criterio de Routh-Hurwitz en Fs3, se asegura la estabilidad si
1
P > /3
Asf que Pj es inestable y P; es estable. Los siguientes lemas describen la
dindmica del modelo.

Lema 4.1. La extincion en el sistema (14) nunca es posible. El equilibrio libre
de depredadores es estable si p > 1. El equilibrio libre de enfermedad es estable
st se satisfacen p > % y h > p(1—p?). La coexistencia con un estado endémico

en los depredadores es asequrado por Ps > %
Lema 4.2. El sistema (14) exhibe una bifurcacion transcritica para p > 1, in-
volucrando Fy y E1. Para p = % va a una bifurcacion de Hopf supercritica en

el equilibrio Es.
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B)

05

Figura 9: En E3, para Ry > 10 existe una bifurcacién de Hopf.

Lema 4.3. En el estado endémico en coezistencia, Es, el sistema (1/) admite
una bifurcacion de Hopf (Véase Figura 9).

En este caso (Belvisi y Venturino [7]), presentaron un modelo ecoepide-
mioldgico simple para interacciones del tipo presa-depredador en el que las presas
se retnen en manadas y una enfermedad afecta a los depredadores. El modelo
(14) solo admite tres posibles equilibrios estables. Los depredadores son elimina-
dos, E1; la enfermedad es erradicada y las presas y los depredadores prosperan,
Fs; y la enfermedad permanece endémica, con las tres subpoblaciones coexis-
tiendo (FE3). El papel relevante del pardmetro p, es evidente en este contexto.
En resumen, para p > 1 los depredadores son eliminados, un resultado que
concuerda con lo encontrado en los casos mostrados anteriormente cuando la
enfermedad afecta a la presa. Para el valor critico del pardmetro p = 1 ocurre
una bifurcacién transcritica y los depredadores se establecen présperamente en
el ecosistema. Para disminuir atin més los valores y con un papel esencial desem-
penado por el parametro h, también la enfermedad se vuelve endémica. Las tres
subpoblaciones coexisten en el equilibrio estable. Se han descubierto oscilaciones,
en circunstancias adecuadas, en los limites de las regiones de estabilidad.

Cabe destacar que en comparacion con el caso de otros modelos ecoepide-
mioldgicos, cuando la presa se ve afectada por una enfermedad, aqui han podido
caracterizar mejor el comportamiento del sistema; la razén esencial es la forma
mas simple de las condiciones de estabilidad para el equilibrio en coexistencia.
Ademads de que la principal conclusién biolégica consiste en que en este modelo
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ecoepidemioldgico con defensa grupal también la enfermedad tiene alguna in-
fluencia relevante, y por lo tanto el resultado de las trayectorias del sistema no
se establecen simplemente por consideraciones demograficas. Estas consideracio-
nes estan en linea con los resultados cldsicos en ecoepidemiologia.

Gimmelli, G.et al. [12], analizan un modelo con defensa grupal de las presas,
donde los depredadores experimentan un efecto de saciedad debido a la disponi-
bilidad en grandes cantidades de las presas. Estos dos efectos estdn modelados
con una funcién acotada. Resultados andlogos a [7] son encontrados en este tra-
bajo; ademads, se sugiere que el escenario de extinciéon puede ser una opcidn,
yva que las presas pueden extinguirse en un tiempo finito, lo que llevaria a que
los depredadores tiendan a extinguirse asintéticamente. El modelo se muestra a
continuacién:

iR 2\ - afvR
R:r<1—R>R—“_‘/§_, (16)
dr K 1+TavVR

dF _ aFVvVR o

& o _mF 4V _3FG,

dr 1+TavVR

G _ G+ XGF

dr

4.2 Enfermedades en presas defendiéndose en grupos puede
beneficiar a los depredadores

En Bate y Hilker [6], se considera un modelo donde las presas tienen una enfer-
medad infecciosa. Se analizan dos efectos: el efecto debido a que las presas se
defiendan en grupo contra los ataques de los depredadores y, ademaés, se modela
el tiempo de manipulacion de las presas por los depredadores como una funcién
lineal de la densidad de las presas. Este comportamiento es modelado usando
una funcién de respuesta del tipo Holling I'V:

. aSP
S=bS+I)—mS—cS(S+1I)—p(S,I)— Tt aho(S+ 1)+ ahn(S 1172

(17)

alP
1+ aho(S+I) + ahn(S + 1)?’

I=8(8,1) — (m+p)I—cI(S+1T) -

: va(S +I)
P=P —d).
<1+ah0(5+1) + ahy(S + I?)
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Figura 10: Retratos fase del modelo sin enfermedad (Escenarios 1B, 2A, 2B, 3A, 3B)
y con enfermedad (Escenario 5B). 1B, un equilibrio estable con presas tnicamente;
2A, un equilibrio estable con coexistencia; 2B, un equilibrio inestable con coexistencia
rodeado de un ciclo limite estable de coexistencia (escenario 2B, arriba a la derecha);
biestabilidad entre un equilibrio con coexistencia y un equilibrio con tnicamente presas
(Escenario 3A, parte inferior izquierda); biestabilidad entre un ciclo limite estable de
coexistencia que rodea un equilibrio inestable y un equilibrio existiendo solamente presas
(Escenario 3B, parte media inferior); y un equilibrio estable de inicamente presas con dos
equilibrios inestables de coexistencia y sin ciclo limite (Escenario 4, abajo a la derecha)
y coexistencia con enfermedad (Escenario 5).
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Figura 11: Para aproximadamente § < 0,6 los depredadores no pueden sobrevivir. En
B = 0,6 un ciclo de periodo dos ocurre (con respecto a los depredadores). Una cascada
de periodo doble ocurre para 8 > 1, resultando en caos.
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En ausencia de la clase infecciosa, se obtienen los escenarios mostrados en la
figura 10. Los escenarios 1 y 2 pueden ser llamados los casos donde la defensa en
grupo es débil, dado que esos escenarios son posibles para una respuesta funcional
del tipo Holling IT (Rosenzweig-MacArthur model). En el escenario 3, la defensa
en grupo es suficientemente fuerte para dominar la dinamica para densidades
altas de presas. El escenario 4 significa que no hay coexistencia estable debido a
que el ciclo limite desaparece después de colapsar con un punto silla (bifurcacién
homoclinica). Finalmente, en el escenario 5, se tiene coexistencia entre las tres
clases. Esto significa que las oscilaciones usuales del modelo presa-depredador de
Rosenzwieg-MacArthur pueden no estar totalmente contenidas en las regiones
donde la densidades de las presas sean suficientemente pequenas para que la
defensa grupal sea débil, y en cambio invade las regiones donde la defensa grupal
domina. Utilizando una tasa de transmisién dependiente de la frecuencia, se
tiene que si se reduce en las presas la capacidad de carga debido a la enfermedad
esto puede beneficiar a los depredadores, tanto como este puede cambiar del
escenario 3 al escenario 2. Este cambio es importante, ya que el escenario 3
implica biestabilidad involucrando un estado de existencia de inicamente presas,
mientras que el escenario 2 implica que el depredador siempre existird. En este
caso, la enfermedad puede ayudar al depredador a sobrevivir bajo condiciones
donde este no podria hacerlo sin la enfermedad, debido a densidades inmanejables
de las presas. En el modelo con una tasa de transmision denso-dependiente,
se puede llegar a tener una dindmica més compleja (véase Figura 11). Por lo
tanto, la defensa grupal tiende a inducir cambios catastréficos en la dindmica
cualitativa.

5 Discusion y perspectivas futuras

En este trabajo se resumen algunos de los principales resultados de la ecoepide-
miologia. Estos resultados muestran desde comportamientos simples hasta com-
plejos de las  soluciones de algunos modelos  ecoepidemiold-
gicos. En esta revision de modelos ecoepidemioldgicos se mostré (analitica o
numéricamente) que introducir efectos epidemiolégicos a un modelo con sola-
mente efectos demograficos, puede llegar a hacer impredecible el comportamiento
de las poblaciones que estan interactuando, debido a la aparicién de comporta-
mientos cadticos en las soluciones del sistema.

Una caracteristica importante que subyace en algunos de los modelos
analizados es que bajo algunas condiciones sobre los parametros, las soluciones
son cualitativamente analogas a las del modelo de Lotka-Volterra o al modelo



54 0. OsuNA, G. VILLAVICENCIO

presa-depredador de Rosenzweig-MacArthur.

Por ejemplo, en algunos casos se muestra que puede existir coexistencia de las
tres especies si se utiliza una incidencia estandar. En este caso, si la enfermedad
afecta a las presas entonces los depredadores alcanzan un equilibrio menor y las
presas, un equilibrio mayor que en el caso del modelo de Lotka-Volterra. En caso
contrario, si la enfermedad afecta a los depredadores se alcanza un equilibrio
menor para cada clase.

Si ahora se modela competencia entre especies y, ademdas una de ellas es
infecciosa, se muestra numéricamente que pueden coexistir las tres clases y que
las soluciones son érbitas periédicas. O que se tiene el resultado del modelo presa-
depredador. Ademads, se muestra que si los nuevos infectados son descritos por
una incidencia estandar, se tienen resultados analogos, ademés de que existe un
escenario en el que los individuos susceptibles a la enfermedad son los tnicos que
se extinguen, asi que, si lo que interesa es erradicar la enfermedad, introducir
una especie competidora es un error, independientemente de usar una incidencia
estandar o una Ley de accién de masas. Por otro lado, si se tiene una relaciéon
simbidtica, y una de las especies es susceptible a una enfermedad infecciosa, se
muestra que la infeccion beneficia a ambas poblaciones bajo algunas condiciones
sobre los parametros, lo cual puede pensarse que es contraintuitivo.

Por otra parte, se mostré que si las funciones de interaccion C; son del tipo
Holling los comportamientos de las soluciones son mas complejos. En algunos
casos analizados en este trabajo aparece biestabilidad, triestabilidad, y bajo al-
gunas condiciones sobre los parametros se tiene caos de las soluciones a través
de una cascada de duplicacién de periodo.

Finalmente, se muestra que cuando se tiene un modelo del tipo presa-
depredador en el que las presas son susceptibles a algin patégeno en particular y
ellas se encuentran en grupos, esta infeccién puede beneficiar a los depredadores,
ya que puede reducir la densidad de las presas a niveles més bajos, lo que hace
mé&s manejable el grupo para capturar presas y asi beneficiarse los depredadores.
Sin embargo, la extincion de todas las clases es una opcién bajo algunas condi-
ciones sobre los parametros. Nétese que las soluciones de estos modelos también
muestran comportamientos cadticos.

En resumen, a lo largo de esta revision se puede observar que la dindmica
entre presas y depredadores es afectada al introducirse una enfermedad infec-
ciosa en una de las dos especies. En algunos casos, se observa un fenémeno de
existencia de estados de equilibrio miltiples y hasta atractores extranos. Particu-
larmente, aparece un fenémeno de biestabilidad o triestabilidad entre el equilibrio
con una unica poblacién sobreviviendo y equilibrios en coexistencia con un es-
tado endémico de la infeccion. En ese sentido, los mecanismos demograficos o
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epidemiolégicos que permiten la aparicion de una biestabilidad o triestabilidad
no son de todo claros, por lo que es de suma importancia hacer un andlisis a
fondo de los pardmetros que pueden causar este fenémeno, y asi plantear estra-
tegias para controlar la densidad de poblacion de las especies. Particularmente,
una pregunta que surge de analizar los modelos presentados en este trabajo y
que vale la pena ser respondida es: jla dindmica del modelo cambia si los nuevos
nacimientos se dividen en individuos susceptibles o infectados? En ese sentido,
no se ha analizado a profundidad la direcciéon de la bifurcaciéon en pardmetros
umbrales, y de esa forma analizar si esta direccion beneficia a las poblaciones.
Ademss, en todos los casos revisados el modelo epidemiologico S1.S supone una
tasa de recuperacién constante, por lo que un caso a estudiar proximamente es
analizar el comportamiento de modelos ecoepidemioldgicos donde se tenga una
tasa de recuperacién no lineal como funcién de los individuos infectados, aunque
lo estudiado sugiere que apareceran dindmicas complejas. Finalmente, se podria
analizar el efecto de los refugios de las presas en la dindmica de modelos eco-
epidemiolégicos y compararlo con el caso en que se tiene defensa grupal de las
presas.
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ALGEBRIZATION OF PLANAR VECTOR FIELDS *
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Abstract

We give a method to determine when a planar vector field F' admits an as-
sociative and commutative algebra A with unit, for which F' is A-algebrizable
(Lorch-differentiable with respect to A). We introduce the quasi-algebrizable vec-
tor fields, which are those vector fields F' for which there exist scalar functions
«, which we call algebrizing factors, in such a way that the products aF' are al-
gebrizable vector fields. We give conditions under which a planar vector field is
quasi-algebrizable and the algebrizing factor and the inverse integrating factor are
found.

Keywords: Analytic function theory in algebras, abstract differential equations,
inverse integrating factor.

1 Introduction

In a paper published in 1893, Sheffers laid a foundation for a theory of ana-
lytic functions on algebras, see [7], [10], [17], [20], and [15]. Classical function
theory can be extended to algebras (finite dimensional associative commutative
unital algebras): the Cauchy Integral Theorem is satisfied, the Cauchy integral
formula has an analogous version, the classical theorems on Taylor power series
are easily established, a Laurent expansion may be defined in several disjoint
regions in each of which it may define a different analytic function, and the gen-
eralized Cauchy-Riemann equations are defined and serve as a criterion for the
analyticity. This theory, also known as Lorch analyticity, permits us to consider
differential equations over algebras ([5], [16]), which can be used to solve a family
of autonomous differential systems.

In this paper algebra means finite dimensional associative commutative unital
algebra. We will say that a vector field F' is algebrizable if F' is Lorch-analytic
for some algebra, and that F' is A-algebrizable if A is an algebra with respect to
the which F' is Lorch-analytic.

*2000, Classifications numbers AMS 15B33, 12H20, 34C07.
tUniversidad Auténoma de Nuevo Leén / Universidad de Sonora / Universidad Auténoma
de Ciudad Juérez


http://elibros.uacj.mx/omp/index.php/publicaciones/catalog/series/avanza

62 ALCORTA, A., FrRiAS, M., GRIMALDO, M., LO6PEZ, E.

An inverse integrating factor is the multiplicative inverse of an integrating
factor of a vector field. When an inverse integrating factor for a planar vector
field is known, a first integral can be obtained (see [11]), whose level sets deter-
mine the phase portrait. The inverse integrating factors play an important role
in the center problem, the 16th Hilbert problem, integrability, symmetries, bi-
furcations and others topics, see [1], [12], [13], [14] and references therein. Every
algebrizable vector field has associated a set of infinitesimal Lie symmetries, it is
defined by all the products with respect to the algebra of the vector field by the
non zero constants of the algebra. The knowledge of a one parameter group of
Lie symmetries of a vector field reduces by one the dimension of the correspond-
ing system of autonomous ordinary differential equations, see [6]. For the case
of planar systems, the knowledge of a non-trivial infinitesimal Lie symmetry of
the system permits us to construct an inverse integrating factor.

The algebrizability of a vector field with respect to a given algebra A is
characterized by the generalized Cauchy-Riemann equations, which is a set of
partial differential equations associated to A, see [15]. In this paper conditions
under which a given planar vector field F' admits an algebra with respect to which
it is A-algebrizable are given. In this case, the product of the algebra A is found.
The expression of all the quadratic algebrizable planar vector fields is given. Also,
we give conditions under which F' admits a scalar function a(x1,x2), which we
call algebrizing factor, in such a way that oF' is an algebrizable vector field. In
this case we say that the corresponding vector field F' is quasi-algebrizable and
the expression of a(x1,x2) is given.

Geometrical and dynamical properties of complex analytic vector fields are
given in [18]. Some of these properties can be extended to algebrizable vector
fields by using some results of this paper. In [9] is done the following: for every
algebrizable planar vector field F' on some algebra A, a flat Riemannian metric
g for the which F; = e; F and F5 = eoF define an orthonormal frame, where
e1F and esF denote the product in A and {ej,es} is the standard basis of R
The integral curves of F; and F, are unitary geodesics of g. We also give two
gradient vector fields G; and G, where G; L Fy and Go | F; with respect to
the natural Riemannian metric.

We say that F is Fréchet-differentiable over Q C R? if F is differentiable in the
usual sense as a function from Q C R? to R2. Consider the planar autonomous
differential system

T = fi(w1,22), 22 = falz1,72), (1)

where 21 = dx1/dt, 2o = dxo/dt, and F = (f1, f2) : @ C R? — R? is Fréchet-
differentiable in the open set €, see [8]. This system is equivalent to the vector
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field F = fi52- + fapes-

An autonomous differential equation over an algebra A is denoted by g—f =
H(E), where H : Q C A — A is a function defined in an open set . For every
point & € 2, a solution to the equation through &y at time 7y consists of an
A-differentiable function & : N(19) C A — A defined in a neighborhood N(7)
of 19, with &(79) = &, whose A-derivative d¢/dr with respect to A satisfies
%(:) = H(&(7)) for all 7 € N(1p). A theorem of existence and uniqueness of
solutions for differential equations over algebras is proved in [16], and a tech-
nique for visualization of solutions is given in [5]. Similarly, the non-autonomous
differential equations over algebras can be defined.

If a differential system as (1) can be written by a differential equation over an
algebra A of the form d§ = H (&) with solution &(7), then (z1(¢), x2(t)) = &(te) is
a solution of the system where e is the unit of A. Thus, some differential systems
having the form (1) can be solved by using differential equations over algebras.
The classical differential equation dw/dt = w? has solutions w(t) = —(t +¢)~!
For example, the planar differential system

da:l dﬂ?g

= = 302 + 2019 — X2 —

= 322 + 2z a9 — T2
dt 2+ 142 1

can be written as the differential equation ; df = £2 over the algebra A defined by
the linear space R? endowed with the product

(1, 22)(y1,92) == (Bz1y1 + (1Y2 + 2y1 — 2y2) , 3x2y2 + (T1Y2 + T2y1 — 1Y1)) -

The solutions ¢ are given by £(7) = —(7+¢)~!; hence the solutions of the planar
system are given by (z1(t),x2(t)) = £(te), where e denotes the unit of A. Using
the first fundamental representation of A (see Section 1) the following expression
for the solution (x1(t),z2(t)) of the system is obtained:

—t—b —t—a
2t +a+b)2" 4(2t + a + b)?

_<b7 a)
4(a+b)?

@ (0m0) = (5 )+ @10, 220) -

Algebrization of planar systems of non-autonomous ordinary differential equa-
tions is considered in [3]. Given a planar system of non-autonomous ordi-
nary differential equations %’ = F(t,w), conditions are given for the exis-
tence of an associative commutative unital algebra A with unit e and a function
H :Q c R? xR? - R? on an open set €2, such that F(t,w) = H(te,w) and
the maps Hy(7) = H(1,§) and Hy(§) = H(t,§) are Lorch-differentiable with

respect to A for all (7,&) € Q, where 7 and & represent variables in A. Under
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these conditions the solutions £(7) of the non-autonomous differential equation
% = H(1,&) over A define solutions (z1(t),z2(t)) = &£(te) of the planar system.

Algebrizability of three-dimensional vector fields is considered in [4]. Con-
ditions are given under which a three-dimensional vector field admits an alge-
bra with respect to which it is Lorch differentiable, and in the case of Lorch-

differentiability the algebra is found.

In section 4 we recall preliminaries of unital, associative, and commutative
linear algebras and Lorch differentiability. In section 3 we define algebrizability
of vector fields and we give a method to determine the algebrizability of planar
vector fields. In section 4 we give infinitesimal Lie symmetries for algebrizable
planar vector fields and we give inverse integrating factors for quasi-algebri-
zable planar vector fields. In section 5 we introduce the quasi-algebrizable vec-
tor fields and we give conditions under which a planar vector field is quasi-
algebrizable.

2 Algebras and Lorch-analiticity

2.1 Algebras

In this subsection we introduce the definition of what it means for us algebra,
see [14].

Definition 2.1. An algebra is the linear space R? endowed with a bilinear
product AxA — A denoted by (z,y) — xy, which is associative and commutative
z(yz) = (zy)z and zy = yx for all z,y, z € A, and there exists a unit e = ey € A,
satisfying ex = xe = x for all x € A.

An element a € A is called regular if there exists a=' € A called inverse of a
such that a™'-a=a-a~! =e. If a € A is not regular, then a is called singular.
If a,b € A and b is regular, the quotient a/b means a - b~ 1.

If 3 = {e1,ea} is the standard basis of R? and A is an algebra, the product
between the elements of 3 is given by e;e; = 2221 Cijkek, where c;;, € R for
i,7,k € {1,2} are called structure constants of A associated to . The first
fundamental representation of A associated to § is the isomorphism R : A —
M(2,R) defined by R : §; — R; where R;, is the matrix with entry (7, k),that is,
Cikj, for 1 =1,2.
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2.2 Differentiability on algebras
The Jacobian matrix of F' = (f1, f2) : Q@ C A — A will be denoted by JF(x1,z2),

that is,
ofi 9f
JF(eie) = 03 3% |,

dx1  Owy

where every partial derivative is evaluated in (z1,z2).

Definition 2.2. Let A be an algebra and F' : Q C A — A, where () is an open
set. We say that F' is A-differentiable or A-algebrizable on 2 if there exists a
function F' : Q@ C A — A called A-derivative of F on § satisfying

_ _ /
lim |F(a+ h) — F(a) — F'(a)h] o,
h—0 |h’

for all a € Q, where F'(a)h denotes the product in A of F'(a) with h.

A vector field F: Q C A — A is A-differentiable on € if and only if the usual
Jacobian matrix JF(z1,22) of F is contained in the image of first fundamental
representation of A for all (z1,z2) € Q. The A-differentiability satisfies most of
the usual properties of the derivative of functions of a complex variable, see [2].

2.3 Generalized Cauchy-Riemann equations

Given an algebra A with structure constants c;;i, the set of partial differential

equations
2

2
o a0k
; Czks%j — ; Czjs 858k (2)

appears in [10], p. 646, and is called generalized Cauchy-Riemann equations of
A. The classical Cauchy-Riemann equations of the complex field can be seen at
[2]. A function F' = (f1, f2) is A-differentiable if and only if F satisfies equations
(13).

3 Algebrizability of planar vector fields

Definition 3.1. Let A be an algebra. We say that the differential system (1)
is A-algebrizable if F' is A-algebrizable.
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We use the notations (-, -), Tr(-) for inner product and trace of a matrices in
M(2,R), respectively.

In the following proposition is given a characterization of the algebrizability
of planar vector fields.

Proposition 3.2. Let F : Q C R? — R? be Fréchet-differentiable on 2. Then,
F is algebrizable if and only if there exists a pair of matrices By, Bo € M(2,R)
linearly independent, such that

<Bi,JF($1,.T2)> :0, TT(BZ) :0, = 1,2,
for all (z1,z2) € QL.
Proof. The proof is direct of the Corollary of the Theorem 2 in [15]. O

The following proposition gives another characterization of the algebrizability
of a planar vector fields.

Proposition 3.3. Let F : Q C R2 — R? be Fréchet-differentiable over an open
set 2. Then, F is algebrizable if and only if for some one of the three types

1 0 0 1
1 a 0 O
7 Bl—<0—1)’ B2—(1 0)’

I11) Blz<8(1)), &:(?8),

where a and b are real constants, we have (B;, JF(x1,22)) =0, fori=1,2, and
for all (z1,xz2) € Q.

Proof. The set of matrices B € M (2,R) satisfying (B, JF(z1,22)) = 0 and
Tr(B) = 0 defines a linear space £. Thus, any linear combination of elements of
L remains in £. Suppose that F' is Algebrizable, then by Proposition 3.2, there
are a pair of matrices By, B € L, which are linearly independent. So, dimension
dim(L) > 2. These matrices By, By can be considered as two vectors vy, vy € R4,
which are linearly independent. We can write these vectors as a matrix of 2 x 4.
Then, under a finite number of elementary row operations in the matrix

h I ¢ —h
W_<d e f —d)’

we have the following cases:
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hol
=i o)

is invertible, by multiplying M, 1 with W by the left, W is equivalent to

1 0 a —1
01 b O
and it follows that

1 0 0 1
= (%) e (30)

e Case II: if the submatrix M; of the case I is singular and the submatrix

c —h
MQ:(f—d)

is invertible, by multiplying My 1 with W by the left and since M; is
singular, W is equivalent to

0 010

-1 a 0 1

and it follows that B; and Bs can be taken by

1 a 0 O
B=(o %) 2=(10):

e Case III: if we are not in cases I or II, then W is equivalent to

01 00
0 01 0
and it follows that

0 1 0 0
Bl_<0 0)’ BQ_(l 0>'

Therefore, starting from a pair of matrices By, Bo, we obtain a pair of matrices
Bi, Bs of one and only one of the types I, II, or III which satisfy (B;, JF'(z1,x2)) =
0, and Tr(B;1) =0, i = 1,2, for all (z1,z2) € Q.

Now suppose the existence of a pair of matrices of one of the types I, II, or
III satisfying (B;, JF(x1,z2)) = 0, for i = 1,2, and for all (z1,x2) € Q, then
this matrices are linearly independent and satisfy Tr(B;) = 0, for i = 1,2. Thus
by Proposition 3.2, we finish the proof. ]

e Case I: if the submatrix
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The following theorem gives a criterion to determine the algebrizability of
vector fields and a method for constructing the corresponding algebras.

Theorem 3.4. Let F : Q C R? — R? be Fréchet-differentiable on the open set
Q. Then F is algebrizable if and only if R? endowed with the algebra structure
A given by some of the following products:

| er e | e e
I) e | e € , II) e | —aer e ,
ey | eg  —bey + aes €2 el €9

s such that F is A-differentiable. Moreover, F is algebrizable with respect to an
algebra structure given by a product of the type I, II, or III in (3) if and only if
(Bi, JF(z1,22)) = 0, for a pair of matrices B1, Ba of the corresponding type I,
II, or III, given in Proposition 3.3, for all (x1,x2) € Q.

Proof. By making the inner products of the pair of matrices of the type I with
JF(x1,x2), we have the following equations:

oft  0fs 0fs _0 df1

Oz a@xl Ors Oz

of2
+b87$1 = 0,

then
9 Of | Ofa Ofh = 0f
81‘2 81‘1 8.%1’ 81’2 8$1 ’

from which we obtain that JF(x1,x2) satisfies the equality

BB)-(10) 2.0 )
ob of 01 )0z '\1 a )on
By the Corollary of the Theorem 2 of [15], we have that the space R? is an

algebra A, whose first fundamental representation associated to the canonical
base of R? is defined by

R(el)—<(1) ?) R<62)_<(1) _ab>.

The product given in the table I of (3) corresponds to this algebra. Moreover, F
is A-differentiable. Thus, the proof is done when there exists a pair of matrices
of the type I satisfying the hypothesis of the theorem.
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By making the inner product of the pair of matrices of the type II with
JF(z1,x2), we have the following equations

,5flJr df1 8f2_0 0f2

R R T P P
then

Oh__oh  0f oh_,

8$1 61‘2 83:2’ 8901 ’

from which we obtain that JF(x1,x2) satisfies

T e 0 0 ) Jx 0 1 ) 0z
By the Corollary of the Theorem 2 in [15], we have that the space R? is an

algebra A, whose first fundamental representation associated to the canonical
base of R? is defined by

R(el):<0a é) R(62)2<(1) ?)

The product given in the table IT of (3) corresponds to this algebra. Moreover, F
is A-differentiable. Thus, the proof is done when there exists a pair of matrices
of the type II satisfying the hypothesis of the theorem.

If we have the existence of a pair of matrices as in the third case, then

ofi 0 Of2

L= = =)
8:::2 ’ 83;1

So, fi(x1,z2) does not depend on zo and fa(x1,x2) does not depend on x;. In
this case we have that F' is A-differentiable with respect to the algebra given in
the table III of (3). Thus, the proof is done when there exists a pair of matrices
of the type III satisfying the hypothesis of the theorem. O

The third case in last proof gives a slight position to Corollary of the Theorem
2 of [15]. In this case the Jacobian matrix JF(z1,x2) cannot be expressed by

0 0
JF(z1,19) = Mla;}z -+ MQaﬁa
either by
of P
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for M7 and Ms constant matrices, then result of Theorem 2 of [15] does not apply,
but in this case F' still been Algebrizable. F' is A-differentiable with respect to
the algebra A defined by a product of the type III of (3).

If the given vector field is not of the form F(z1,x2) = c¢(x1,x2) + (c1,¢2),
then there exists a unique pair of matrices satisfying Theorem 3.4.

We give an example of an algebrizable planar differential system.

Example 3.5. Lets consider the system of differential equations
£ = zi—2x2
To = 2x1T90 + 2x%,
which is associated to the vector field F' : R? — R? defined by
F(z1,13) = (22 — 222, 22129 + 222)

and whose Jacobian matrix is

2rx9 2x1 + 4xo

1 0 0 1
Bl_<2 —1)’ BQ‘(z 0)’

are orthogonal to the Jacobian matrix JF(x1,z2), that is (B; JF(x1,22)) = 0,
for ¢ = 1,2, and for all (z1,x2) € Q. Thus, F is A-algebrizable with respect to
the algebra A, which is R? with the product of the type I of (3) with a = b = 2,
where in this case e = e; is the unit of A. The differential equation of a single
variable over the corresponding algebra is given by g—T = &2

JF(l'l,.I'Q) = < 21’1 —4:132 ) 0

The matrices

All the planar linear differential systems are algebrizable. The following ex-
ample gives all the planar quadratic differential systems of autonomous ordinary
differential equations which are algebrizable.

Example 3.6. The planar quadratic differential systems which are algebrizable
have one of the following expressions:

1. If the system is algebrizable with an algebra with a product of the type I
given in (3) with constants a and b,

1 1
l:l = Qo I (bg - abl)xl — bbll‘g + <2b4 — ab3> :L'% — begl'll‘g — ibb4$%

. 1
To = bg+ bix1 + boxs + ng% + byx1T9 + <2ab4 — bbg) a:%,
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where a, b, ag, bg, b1, - - - , by are real constants. The differential equation of
a single variable over the corresponding algebra is given by

d 1
£ = (a061 -+ b0€2) + ((bg — ab1)61 -+ b1€2)£ + <<2b4 — ab3> e + 6362) 52.

. If the system is algebrizable with an algebra with a product of the type II

given in (3) with constant a,
: 1 2 2
r1 = a9+ a1x1 + axxy — §aa3x1 + a3r1T2 + agxs
. 1 2
Zo = bo+ (a1 + aaz)za + 543 + aay | 5,

where a, by, ag, a1, as, ag, aq are real constants. The differential equation of
a single variable over the corresponding algebra is given by

dé

i (aper + boe2) + (azer + (a1 + aag) e2) €

1 2
+ | ase1 + §a3+aa4 ez ) &7

. If the system is algebrizable with an algebra with the product of the type

III given in (3),

£ = ap+ ayzy + azx?
by + boxo + b3$%,

T2

where a; and b; are real constants for ¢ = 0,1,2. The differential equation
of a single variable over the corresponding algebra is given by

d
£ = (ape1 + boez) + (arer + baea)€ + (agzer + bzez) 2.

4 Inverse integrating factors and infinitesimal Lie

4.1

symmetries

Inverse integrating factor

Lie theory is a classical tool in the solutions of differential equations [10].
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Definition 4.1. A function V : Q — R is said to be an inverse integrating factor
of (1) if it is not locally null and satisfies the partial differential equations:

ov LoV <8f1 . 8f2> v

87561 8%2

f187+f27— (4)

1 0xo
That is, an inverse integrating factor of (1) is a non-trivial solution of the
partial differential equation (4).
4.2 Commuting vector fields

Suppose that all functions considered in this section are C? in the usual sense.

Definition 4.2. The Lie Bracket [F, G] of two vector fields F' and G defined on
U C R? is the vector field [F,G] := F(G) — G(F), that is,

2 (. 09 Of
F.G=3 (fa -ag) (=12 )

i=1
where F' = f10;, + f20r, and G = g10x, + g20z,, where 0, = a%j for j =1,2.
Definition 4.3. It is say that F' and G commute if [F,G] = 0.

One can prove that (5) is equivalent to the equality
DF(G) — DG(F) = 0, (6)

where D denotes the Fréchet differentiation. Then (5) is equivalent to the equal-

1ty
DF(x)(G(x)) = DG(x)(F(x))

forallz € U.

4.3 Infinitesimal symmetries of algebrizable vector fields

Every vector field F' which is A-algebrizable commute with aF for each a € A,
as we show in the following theorem:

Theorem 4.4. Let F be a A-algebrizable vector field defined on Q C R2, then
for each a € A the vector field G := aF commute with F', that is, the Lie Bracket
(5) is the zero vector field.
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Proof. By the properties of the derivative of Fréchet and the product rule by a
constant for the A-differential, we have [DF]G = [DG]|F. O

The following corollary gives inverse integrating factors for algebrizable pla-
nar systems.

Corollary 4.5. For an A-algebrizable vector field F' = f10,, + f20.,, we have
that V is an inverse integrating factor in each one of the following cases:

1. V= f+afifa+bfs if A has a product of the type I of (3) with constants
a and b,

2.V =afifs — f3 if A has a product of the type II of (3) with constant a,
and

3. V.= fifo if A has the product of the type III of (3).

Proof. In the respective cases G = Fey, G = Fe; y G = Fes are infinitesimal
Lie symmetries of F', thus we obtain the result. O

A converse of Theorem 4.4 is given in the following result:

Theorem 4.6. Let F' be a A-algebrizable vector field defined in the region ) C
R2, such that F has image in the reqular set of A. Then, every A-algebrizable
vector field G commuting with F' has the form G = aF for some constant a € A.

Proof. Let G be an A-algebrizable vector field commuting with F', then the equal-
ity (6) gives DG(x)F(z) = DF(x)G(z), where [DG(x)]|F(z) and [DF(z)|G(x)
denote linear transformations DG(z) and DF(z) applied to F(z) and G(x).
Since F' and G are algebrizable, we have G'(z)F(z) = F'(z)G(x), where
G'(z)F(x) and F'(z)G(x) denote the products of G'(z) with F(z), and F'(z)
with G(x) with respect to A, respectively. Thus, G'(z)F(x) — F'(z)G(x) = 0.

Since A-differentiability satisfies the usual rules of differentiation, in partic-
ular the quotient rule is satisfied, then

(G)’ () = C@F@ — F@)G(@)
(F(2))?

F
for all x € Q. Since [D(G/F)(x)](v) = (%),v, we have that the Fréchet differ-
ential of G/F satisfies D(G/F)(x) = 0 for all x € Q. This implies that G/F is
a constant function on . Thus, G/F = ag for some ag € A, that is, G = aoF.
Then, G = agF for some ag € A. ]

=0,
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5 Algebrizing factor

Definition 5.1. We say that the system (1) is quasi-algebrizable if there exists
a Fréchet-differentiable scalar function o = a(x1, 22), called algebrizing factor,
such that the function F' = «a(fi, fa) is algebrizable.

The following theorem gives conditions in order to ensure that differential system
(1) is quasi-algebrizable with respect to an algebra with a type I product given
in (3).

Theorem 5.2. Let h(x1,x2) be defined by
—Ni5h — a5 — (fi +bR) 52 + figh
f1 +af1f2+bf2 ‘

Suppose the existence of constants a and b, such that h has an antiderivative
H(x1,x2) with respect to x1 satisfying

h =

(7)

(97H _ _bf2h B gT]:; B bgﬁ (8)
0xa fi ’

then a(x1,x2) = e1@122) s an algebrizing factor for the system (1), and the
corresponding algebra has a product of the type I given in (3) with constants a

and b.

Proof. From equality (8), we have
dafi) __,0af)

8332 B 3$1

From equalities (7) and (8), we obtain

Iafz)  O(afi) aa(ah)‘

Oxs Oxy 0x1

That is, (af1,af2) is algebrizable with respect to an algebra with a product of
the type I given in (3). O

Example 5.3. Consider the system

. T . 2$1
r1=——1, xo= ;
i) xr1 + T2
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then fi(z1,22) = 2 —1 and fo(x1,22) = mfﬂt Taking a = 0 and b = 1, we have
that h(x1,x2) = x1+$ . The antiderivative H(z1,z2) = log|z1 + x2| + log |z2| of

h satisfies the equation (8), then

a(z1, 32) = e = gy(2 + 1)

is an algebrizing factor of the system. Thus

ox1, 22)(fi1(x1, 22), fo(21,22)) = 22(71 + 22) (xl—l 221 >

T2 T+ 22
= (22 — 23, 2z129).
Since @ = 0 and b = 1, we have that «(f1, f2) is differentiable with respect to
the complex algebra (the algebra defined by the product of the complex field C).

Evaluating «(f1, f2) along te = (¢,0) where e is the identity in C, we obtain that
a(t,0)(f1(t,0), f2(t,0)) = (t2,0) = ¢3(1,0). Thus,

a(z1, ) (fi(z1, 12), fo(x1, 22)) = (21, 22)°
with respect to the product of C.

The following theorem gives conditions in order to ensure that differential
system (1) is quasi-algebrizable with respect an algebra with a product of the
type II given in (3):

Theorem 5.4. Let h(x1,x2) be defined by
Oxa
afifz — f3

Suppose that there exists a constant a, such that h has an antiderivative H(x2)
(does not depending on x1) and define gi(x2) = e?(#2) | then

0 0 0 0
- flaff faf1+a f2—af237{;

(9)

g1(x2)
Ja(z1, 22)

is an algebrizing factor for the system (1), and the corresponding algebra has a
product of the type II given in (3) with constant a.

a(r1,T2) =

Proof. If al(z1, 32) = 222 we have

fa(z1,22)°
8(af2)
31‘1

=0.
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From equality (9), we obtain

Iafr) = Olafi) Olaf)
81’1 ta 81'2 B 8.%2 =0

That is, (af1,afz) is algebrizable with respect to an algebra having a product
of the type II given in (3). O

Quasi-algebrizability of differential system (1) with respect to the algebra
with the type III product given in Theorem 3.4, is trivial. It is needed the
existence of functions § = a(z1,z2), f and g, such that

fi(z1,22) = B(z1,22) f(21),  fa(21,72) = B(21, 72)g(T2).

In this case the algebrante factor a(z1,x2) is given by a(z1,z2) = m
The following corollary gives the inverse integrating factors for quasi-algebri-
zable vectos fields F' with algebrante factor a.

Corollary 5.5. Consider a vector field F' = f10,, + f20s, with algebrizing factor
a1, z2), then we have that V' is an inverse integrating factor in each one of the
following cases:

1. V = aff + aafifa + bafz if aF is algebrizable with respect to an algebra
with a type I product given in (3) with constants a and b,

2. V = aafifo — af? if oF is algebrizable with respect to an algebra with a
type 11 product given in (3) with constant a, and

3.V = afify if aF is algebrizable with respect to the algebra with the type
III product given in (3).

Conflict of interests: The authors declare that there is no conflict of interests
in what involves this text. The issues discussed in this paper do not have any
secondary interest for any of the authors. The authors declare having no financial
affiliation with any organization regarding the material discussed here.

Bibliography

[1] Ahlfors, L. Complex Analysis. McGraw-Hill Internationl Book Company
(1979).

[2] Al-Dosary, K. Inverse integrating factor for classes of planar differential
systems. Int. J. of Math. Analysis, 4, n. 29 (2010), 1433-1446.



ALGEBRIZATION OF PLANAR VECTOR FIELDS 7T

3]

M. A. Alcorta-Garcia, M. E. Frias-Armenta, M. E. Grimaldo-Reyna, and E.
Lépez-Gonzélez, Algebrization of Nonautonomous Differential Equations. J.
Appl. Math., Vol. 2015 (2015),10.

M. A. Alcorta-Garcia, M. E. Frias-Armenta, M. E. Grimaldo-Reyna, and
E. Lépez-Gonzalez, Algebrizability of vector fields in the space. AVANZA-
UACJ, Vol. 2015 (2015), 13.

Alvarez, A., Frias, A., Martin, E., Lopez, E., and Yee, C. On Solving Sys-
tems of Autonomous Ordinary Differential Equations by Reduction to a
Variable of an Algebra. Int. J. Math. Math. Sci., Article ID 753916, 21 p.
(2012).

V. I. Arnold, Geometrical Methods in the Theory of Ordinary Differential
Equations. Springer-Verlag (1955).

E. Blum, Theory of Analytic Functions in Banach Algebras. Springer-Verlag,
Vol. 78, No. 2 (1955), 343-370.

E. A. Coddington and N. Levinson, Theory of Ordinary Differential Equa-
tions. McGraw-Hill, New York, 1955.

M. E. Frias-Armenta, and E. Lopez-Gonzélez, Geometry and dynamic of
algebrizable planar vector fields. In preparation.

A. Cohen, An Introduction to the Lie Theory of One-Parameter
Groups with Applications to the Solution of Differential Equa-
tions. Bull.  Amer. Math. Soc, 18 (1912), No. 10, 514-515.
http://projecteuclid.org/euclid.bams,/1183421829.

I. Garcia, and M. Grau, A survey on the inverse integrating factor. Qual.
Theory Dyn. Syst., 9, N. 1-2 (2010), 115-166.

H. Giacomini, J. Llibre, and M. Viano, On the nonexistence, existence and
uniqueness of limit cycles. Nonlinearity, 9 (1996), 501-516.

J. Chavarriga, J. Giné, Integrable systems via inverse integrating factor.
Ezxtracta Math, Vol. 13 (1998), 41-60.

J. Chavarriga, H. Giacomini, J. Giné, J. Llibre, Darboux integrability and
the inverse integrating factor. J. Diff. Equations, Vol. 194 (2003), 116-139.

P. Ketchum, Analytic Functions of Hypercomplex Variables. Trans. Amer.
Math. Soc., Vol. 30 (1928), 641-667.



78

ALCORTA, A., FrRiAS, M., GRIMALDO, M., LO6PEZ, E.

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

E. Lépez-Gonzélez, Differential Equations over Algebras. Adv. Appl. Math.
Sei. 8, No. 2, 189-214 (2011).

E. Lorch, The Theory of Analytic Functions in Normed Abelian Vector
Rings. Trans. Amer. Math. Soc., Vol. 54, No. 3 (1943), 414-425.

J. Mucino-Raymundo, Complex structures adapted to smooth vector fields.
Math. Ann., Vol. 322 (2002), 229-265. DOI: 10.1007/s002080100206.

R. Pierce, Associative Algebras. Springer-Verlag, New York, Heidelberg,
Berlin (1982).

J. Ward, A theory of analytic functions in linear associative algebras. Duke
Math. J., Vol. 7 (1940), 233-248.

J. Ward, From Generalized Cauchy-Riemann Equations to Linear Algebra.
Proc. of the Amer. Math. Soc., Vol. 4, No. 3 (1953), 456 -461.

Lépez, E. (elgonzal@uacj.mzx)

Unidad Multidisciplinaria de la UACJ en Cuauhtémoc, Universidad Auténoma
de Ciudad Judrez. Carretera Cuauhtémoc-Andhuac S/N, Col. Ejido Andhuac,
Mpio. de Cuauhtémoc, Chih., C. P. 31600, México.



ALGEBRA, BIO-MATEMATICAS Y SISTEMAS DINAMICOS
AVANZA, Vol. vi1. (2019) 79 — 93. 1sSBN: 978-607-9224-52-3

http://elibros.uacj.mx AVANZA

ALGEBRIZABLE INFINITESIMAL LIE SYMMETRIES *

Lopez, E., Wiebe, L., Castro, J., Estrada, Q., Silva, J.

Abstract

For each Lorch-differentiable planar vector field G, we found a family of vector
fields for which G is a common infinitesimal Lie symmetry.

Keywords: Ordinary differential equations, infinitesimal Lie symmetries, asso-
ciative commutative algebra.

1 Introduction

An infinitesimal Lie symmetry of a planar vector can be used for constructing an
integrating factor which can be used for the construction of a first integral, see
also [1], [4], and [11]. Families of planar vector fields with a common infinitesimal
Lie symmetry are constructed in paper [12]. In the same way, first integrals for
vector fields can be calculated. Since the level curves of the first integrals contain
the integral curves of the vector fields, the dynamical behaviors of the vector fields
having an infinitesimal Lie symmetry are understood. Also, the multiplicative
inverse of the integrating factors, called inverse integrating factors, can be used
to determine the limit cycles of planar vector fields, see [8]. For more results
about the uses of integrating factors and inverse integrating factors in the study
of solutions of vector fields, see [3], [6], [7], and [9].

In this paper, for each planar vector field differentiable in the Lorch sense G,
that we call algebrizable, we construct a family of planar vector fields for which
G is a common infinitesimal Lie symmetry.
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2 First integrals of differential equations and vector
fields

2.1 Ordinary differential equations, vector fields and integrating
factors

An important class of ordinary differential equations can be written in the form

Lt (1

When the function f of the right hand does not depend on z, the differential equa-
tion is said to be autonomous and in other case it is said to be non-autonomous.

We assume that the function f in the differential equation (1) has the form
f(z,y) = Q(z,y)/P(z,y), thus we consider that

dy  Q(z,y)
dr  P(z,y) 2)

This can be written equivalently in the way

Q(z,y)dz — P(z,y)dy = 0. (3)

The differential equation (3) is called ezact if there exists a function ® =
F(x,y), whose differential satisfies

o o
dd = gxdaz + gydy = Q(z,y)dx — P(z,y)dy,
that is, @ = g—f and P = —‘g—f. When (3) is not exact, there could be a special
function p = u(x,y), called integrating factor, in such a way that
p(x, y)Q(x, y)de — p(x, y) P(x, y)dy = 0 (4)

is exact.

In this work we give some families of ordinary differential equations and vector
fields for which the integrating factors can be calculated by using infinitesimal
Lie symmetries.

If the following equality is satisfied:

oP  9Q
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then (4) is exact.
When (3) is exact, the integral can be calculated by quadrature in the form

@:_/Q@wm+/<m%m+aﬂﬁgwmywzq (6)

or, if it is more convenient, by the equivalent formula

@:—/P@w@+/<m%w+8fﬁiww)m:a (7)

The autonomous systems of two differential equations:

& = Pz,y),
y = Q(J}:y)? (8)

where & = dx/dt and §y = dy/dt, is related with the differential equation (1)
since the quotient of the second equation of system (8) and the first equation
gives the equality

dy dy/dt  Q(z,y)

de  dx/dt  P(x,y)’

which has the form of equation (1). A solution of the system (8) is a curve
a(t) = (z(t),y(t)) for t in some open interval of real numbers, with derivatives
of z(t) and y(t) satisfying

B0 po), y(1)),
GO _ Q) yt).

In the plane R? a differential system of the form (8) corresponds with the
vector field

F(z,y) = (P(z,y), Q(x,y)). (9)

It is said that a curve a(t) = (x(t),y(t)), for ¢ in some open interval of real num-
bers, is an integral curve of the vector field F' if for each ¢, the vector F(x(t), y(t))
is tangent to the curve « at the point «(t), that is, if it satisfies

Thus, a solution of a system of the type (8) coincides with the integral curve
of the associated vector field (9).
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2.2 First integrals

A first integral of a differential equation of the type (2) or (3) is a function
®(x,y), whose level curves contain to the curves defined by the solutions of the
differential equation.

A first integral of a differential system of the type (8) is a function ®(z,y),
whose level curves contain to the curves defined by the solutions of the system.

A first integral of a vector field of the type (4) is a function ®(z,y), whose
level curves contain to the integral curves of the vector field.

If the functions P(x,y) and Q(z,y) are given, then (2), (3), (4), and (8) have
the same first integrals. That is, if ® given in the equations is a first integral for
some of (2), (3), (4), or (8), then ® is a first integral of all of these.

A first integral determines the phase portrait of the corresponding differen-
tial equation. Thus, a first integral of a differential equation, system of
differential equations or vector field allows us to understand the behavior
of the corresponding dynamical system.

3 Infinitesimal Lie symmetries

When the differential equation (3) is exact, we may use equations (6) or (7) to
obtain a first integral. When the equation (3) is not exact, we would like to found
an integrating factor p. In this section we see a Lie’s method for constructing
integrating factors for some differential equations.

A one parameter groups of Lie symmetries of a differential equation or vector
field is an one parameter group of transformations of the corresponding phase
portrait that leave invariant the phase curves. If you are interested in one param-
eter groups of Lie symmetries, see [12] and references therein. An infinitesimal
Lie symmetry of a vector field F' is the infinitesimal generator of an one param-
eter Lie symmetries of F.

A Lie bracket of two Cl-vector fields F = (P,Q) and G = (R, S) is defined
by

f;R aP aR JOP 08 8@ Q_SaQ)(m)

F.Gl=|P— —-R— — — P— -
An infinitesimal symmetry G of a vector field F' is characterized by

[F7 G] - B(x,y)F, (11)

for some function 8 : U — R, see [4]. It is said that an infinitesimal symmetry
G is triwvial if G = cF, where c is a real constant. A non-trivial infinitesimal
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Lie symmetry G = (R, S) of a vector field F' = (P, Q) allows us to construct an
integrating factor of F', which is given by = 1/det{F,G} = 1/(PS — QR), see
chapter IV, Section 2 of [13]. It is said that two vector fields F' and G commute
if [F,G] = 0, that is, G is an infinitesimal symmetry of F' and vice-versa.

The Lie’s methods use infinitesimal Lie symmetries for constructing integrat-
ing factors. Some of these results are presented in Chapter IV, Section 3 of [13],
where a vector field G is fixed, then a family of differential equations of type (2)
which are invariant by the one parameter Lie group defined by G, is determined.

4 Algebras and Lorch-analyticity

4.1 Algebras

Definition 4.1. (see [14]). We call the R-linear space R? an algebra A if it is
endowed with a bilinear product A x A — A denoted by (z,y) — zy, which
is associative and commutative z(yz) = (zy)z and zy = yx for all z,y,z € A;
furthermore, there exists a unit e = ey € A, which satisfies ex = ze = z for all
x € A.

An element a € A is called regular if there exists a=' € A called the inverse
1 = ¢. We also use the notation e/a for a=!, where
e is the unit of A. If ¢ € A is not regular, then a is called singular. If a,b € A
and b is regular, the quotient a/b means a - b~ *.

Consider an algebra A. The product between the elements of the standard
basis {e1,es} of R? is given by e;e; = Zi:l cijkek, where c;j, € R for 4,7,k €
{1,2} are called structure constants of A. The first fundamental representation of
A is the injective linear homomorphism R : A — M(2,R) defined by R : ¢; — R;,
where R; is the matrix with [R;]x = ciij, for i = 1,2.

of a such that a=Y-a=a-a"

4.2 Differentiability on algebras

The definitions and results about algebrizability, classical line integrals and line
integrals on algebras, of vector fields and functions F : Q C R? — R2, are the
same in this paper. These vector fields and functions are denoted in the same
way:F = (f1, f2).

Now, we recall definition of Lorch differential.

Definition 4.2. Let A be an algebra and F : Q ¢ R?> — R? a vector field
defined on an open set ). We say that F'is A-algebrizable on € if there exists a
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function F’ : Q € R? — R?, called A-derivative of F on €, which satisfies
iy [ (@0 + &) — F(wo) — F'(wo)¢]

€0 €
for all wg € Q, where F'(wg)¢ denotes the product in A of F'(wg) with &.

=0, (12)

We simply say that F' is algebrizable when F' is A-algebrizable for some
algebra A.

If F: Q C R? — R? is Fréchet differentiable, we denote by JF : Q — M(2,R)
to the function defined by the Jacobian matrix of F in (x,y), that is,

) 8f1| "
JF(x,y) N 8f2‘ x, 8}1/2‘ (z,y)

Lemma 4.3. [15] Let F : Q C R? — R? be a Fréchet differentiable vector
field, where 2 is an open set. Then, F' is A-algebrizable on Q if and only if the
function JF : Q@ — M(2,R) has image in R(A), where R is first fundamental
representation of A.

The A-algebrizability coincides with the holomorphicity when A is the com-
plex field and satisfies the usual rules of differentiation.

4.3 Generalized Cauchy-Riemann equations

In this subsection we give a characterization of the algebrizability based in the
generalized Cauchy-Riemann equations.
Given an algebra A with structure constants c;;i, the set of partial differential

equations
2 2

Afi Ofi
ilk Q= 2k » k= 17 27 1
;Cmay ;Czkam (13)
appears in [10], p. 646, and is called generalized Cauchy-Riemann equations of
A. The classical Cauchy-Riemann equations of the complex field C may be seen
n [2]. A vector field F' = (f1, fo) is A-algebrizable on Q if and only if f; and fo
satisfy (13) on €.

4.4 Algebrizability of planar vector fields

The algebrizability of planar vector fields F' = (f1, f2) is characterized in [5]. A
vector field F' is algebrizable on an open set (2 if and only if for one of the three
cases:
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. 31:(1 0)) 32:<0
a —1
1 a
[ ] Blz<0 _1>, B2:
0
1 0 )’
S

0 1
[ ] Bl = ( 0 0 ) N B2 = (
we have (B;, JF(z,y)) =0 for all (z,y) € Q and ¢ = 1,2, where (-, -) denotes the

inner product.
The corresponding algebra in each of the cases is given by the types

S
S O =

_= O
(a)
~

)

e e e e e e
el | e €9 , e | —aer e , e |e 0,
€9 €2 —b61 + aen €2 €1 (] €2 0 €2

respectively, where {e1, e2} is the standard basis of R.

For a given planar vector field F' the condition of existence of two matrices
B and B of first type with @ = 0 and b = 1, which satisfy (B;, JF(z,y)) = 0 for
1 = 1,2, is equivalent to the requirement for F' to satisfies the classical Cauchy-
Riemann equations; see [2]. In this case the algebra is the algebra of the complex
numbers C, which is obtained in first type above for ¢ = 0 and b = 1.

In the following example we give a vector field for which there exists a couple
of matrices of first type with constants a = 0 and b = 1.

Example 4.4. Consider the vector field F' = (22 — y?, 22y). Then the Jacobian
matrix JF satisfies (B;, JF(x,y)) = 0 for all (z,y) € R? and i = 1,2, where B;
and Bs are matrices of first type with constants a = 0 and b = 1. So that F is
A-differentiable with respect to the algebra A defined by the algebra product of
first type with constants ¢ = 0 and b = 1, which is the algebra of the complex
numbers C. As it is well-known F(z) = 22 with respect to the product of C.

5 Calculation of integrating factors through infinite-
simal Lie symmetries

In the previous section we have that a non-trivial infinitesimal symmetry G of a
planar vector field F' allows us to construct an integrating factor. In this section
we are only interested in this type of symmetries. We do not consider the null
vector field.

If h: U C R? = R is a function, we also use notation h, for % and h, for

oh
oy *
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5.1 Calculation of infinitesimal symmetries of vector fields

Given a planar vector field F' = (P,Q), we are looking by another vector field
G = (R, S), such that the Lie bracket of F' and G given in (10) satisfies (11),
which implies that G be an infinitesimal Lie symmetry of F'. In terms of the
Jacobian matrices of F' and G this condition is equivalent to the equality

(5 5)(e)-(a &)(5)-2(a) o

The right hand above is equal to the Lie bracket of [F,G|. From the equation
(14) can be obtained

F.-VR-G-VP=pgP, F-VS-G-VQ =3Q.

Thus, G is an infinitesimal symmetry of F' if and only if the components R and
S of G satisfy the equation

F-VR—-G-VP F-VS—-G-VQ
P a Q ’

Given a planar vector field F' = (P,Q), we will ask for a vector filed G =
(R, S), G # cF for all ¢ constants, in such a way that the equality (15) is satisfied.
This would give an integrating factor u = 1/(PS—QR), which allows us to find a
first integral @ of the differential equation (2), of the planar system of differential
equations (8) and of the vector field (9), through some of the integrals (6) and

(7).

(15)

Vector fields with infinitesimal symmetry G = (R, 5).

The following two propositions can be used for determining a family of vector
fields with common infinitesimal Lie symmetry G, for a given vector field G.

Proposition 5.1. ([12]) Suppose that the vector fields Fy and F» commutes with
G, then F' = I + F5 commute with G.

Proposition 5.2. ([12]) Suppose that a vector field F' commute with G, then G
is an infinitesimal symmetry of H = hF for any differentiable scalar function

h(z,y).

5.2 The cases G = (R, S) algebrizable

In all proofs of this subsection, 3 is a function satisfying equation (14).
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G = (R, S) algebrizable with respect to a product of the first type

If G = (R, S) is algebrizable with respect to a product of first type given in Sub-
section 4.4, by multiplying the matrices of first type B; and By by the Jacobian
matrix JG of G, we obtain the generalized Cauchy-Riemann equations:

Ry +aS,— S, =0, Ry+bS,=0. (16)

The following Proposition gives a characterization of the family of vector
fields which have a common infinitesimal Lie symmetry G which is A-algebrizable.

Proposition 5.3. Consider a planar vector field G = (R, S) which is A-algebri-
zable with respect to an algebra A with o product of the first type given in Sub-
section /.J, with constants a and b. Then, a vector field F = (P, Q) has to G as
its infinitesimal Lie symmetry if and only if one of the following conditions is
satisfied:

1. F=(P,0), P #0.

2. F=(0,Q), Q#0.
3. F = (P,Q) with PQ # 0 and
S.(P? —aPQ +bQ?*) = PG -VQ — QG - VP.

Proof. Let B = S, —(G-VH)/H. In the first case H = P, in the second H = @,
and in the third 8 = w. By using equations (14) and (16), we may see
that [F, G| = GF.

It can be showed that if the Lie bracket of F' and G satisfy [F, G] = BF, then
F has the form given is some of the cases above by using equations (16). O

In the following example is given a family of vector fields which commute
with an A-algebrizable vector field G, where A is an algebra with a product of
the first type given in Subsection 4.4.

Example 5.4. Consider a planar vector field G = (R, S) which is A-algebrizable
with respect to an algebra A with a product of the first type given in Subsection
4.4, with constants a and b. For every pair of constants c,d € R, we have that

the vector field F' = (P, @), where P = cR—bdS and @ = ¢S+ dR+ adS satisfies
the third case of Proposition 5.3. More over, the vector fields F' and G commute.

Now, we consider a planar vector field G = (2% — 2, 22y) which by Example
4.4 is A-algebrizable for an algebra A of the first type with a = 0 and b = 1, that
is, A is the system of the complex numbers.
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Example 5.5. Consider the planar vector field G = (22 — y2, 2zy) which is A-
algebrizable with respect to an algebra A with a product of the first type given in
Subsection 4.4, with constants 0 and 1. By Example 4.4 A -algebrizable for the
algebra of the complex numbers A = C. By Example 5.5, we have that for every
pair of constants ¢, d € R the vector field

F(z,y) = (ca:2 = cy2 — 2dzxy, 2cxy + dz? — dyz)

has to G as its infinitesimal Lie symmetry. More over, the vector fields F' and G
commute.

The products of the vector fields F' given in Example 5.5 by differentiable
functions remain having to the algebrizable field G as their infinitesimal symme-
try, as we see in the following example:

Example 5.6. Consider a planar vector field G = (R, S) which is A-algebrizable
with respect to an algebra A with a product of the first type given in Subsection
4.4, with constants a and b. For every pair of constants ¢,d € R and a scalar
differentiable function h = h(z,y), by Proposition 5.2 and Example 5.5 we have
that the vector field F' = (hP, h@), where P = cR—bdS and Q = ¢S+ dR+adS,
satisfies the third case of Proposition 5.3.

In addition to the vector fields given in Examples 5.5 and 5.6, the vector
fields of the type given in the following example have to an algebrizable vector
field G as their infinitesimal Lie symmetry:

Example 5.7. Consider a planar vector field G = (R, S) which is A-algebrizable
with respect to an algebra A with a product of the first type given in Subsection
4.4, with constants a and b. If P = P(z,y) is a scalar differentiable function,
then by first and second cases of Proposition 5.3 we have that F; = (P,0) and
Fy = (0, P) has to G as their infinitesimal symmetry.

Constant vector fields F' = (k,[) with kl # 0 could have G as their infinites-
imal Lie symmetry.

Example 5.8. Consider a planar vector field G = (R, S) which is A-algebrizable
with respect to an algebra A with a product of the first type given in Subsection
4.4, with constants a and b. If the constant vector field F' = (k,l) satisfies
k? — akl + bl?> = 0, then by third case of Proposition 5.3 F has to G as its
infinitesimal symmetry.
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G = (R, S) algebrizable with respect to a product of the second type

If G = (R, S) is algebrizable with respect to a product of second type given in
Subsection 4.4, by multiplying the matrices of second type B; and Bs by the
Jacobian matrix JG of G, we obtain the generalized Cauchy-Riemann equations:

Ry +aR,— S, =0, S,=0. (17)

The second equation says that S depends only on y if G is A-algebrizable with
respect to an algebra with a product of the second type.

The following Proposition gives a characterization of the family of vector
fields which have a common infinitesimal Lie symmetry G which is A-algebrizable:

Proposition 5.9. Consider a planar vector field G = (R, S) which is A-algebri-
zable with respect to an algebra A with a product of the second type given in
Subsection 4./, with constant a. Then, a vector field F = (P,Q) has to G as
its infinitesimal Lie symmetry if and only if one of the following conditions is
satisfied:

1. F=(P,0), P #0.

2. F=(0,Q), Q#0.
3. F = (P,Q) with PQ # 0 and

R,(aPQ — Q*) = PG -VQ - QG - VP.

Proof. In the first case we take 8 = R, — (G - VP)/P, in the second § =
Sy —(G-VQ)/Q, and in the third § = MPG'VP. By using equations (14) and
(17), we may see that [F,G] = BF.

It can be showed that if the Lie bracket of F' and G satisfy [F, G] = BF, then
F has the form given is some of the cases above by using equations (17). O

In the following example is given a family of vector fields which commute
with an A-algebrizable vector field G, where A is an algebra with a product of
the first type given in Subsection 4.4.

Example 5.10. Consider a planar vector field G = (R, S) which is A-algebrizable
with respect to an algebra A with a product of the first type given in Subsection
4.4, with constant a. For every pair of constants ¢,d € R, we have that the
vector field F' = (P,Q), where P = —acR + ¢S 4+ dP and @ = dS satisfies the
third case of Proposition 5.9. More over, the vector fields F' and G commute.
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The products of the vector fields F' given in Example 5.10 by differentiable
functions remain having to the algebrizable field G as their infinitesimal symme-
try, as we see in the following example:

Example 5.11. Consider a planar vector field G = (R, S) which is A-algebrizable
with respect to an algebra A with a product of the second type given in Sub-
section 4.4, with constant a. For every pair of constants c¢,d € R and a scalar
differentiable function h = h(x,y), by Proposition 5.2 and Example 5.10 we have
that the vector field F' = (hP, hQ), where P = —acR + ¢S + dP and Q = dS,
satisfies the third case of Proposition 5.9.

In addition to the vector fields given in Examples 5.10 and 5.11, the vector
fields of the type given in the following example have to an algebrizable vector
field G as their infinitesimal Lie symmetry.

Example 5.12. Consider a planar vector field G = (R, S) which is A-algebrizable
with respect to an algebra A with a product of the second type given in Sub-
section 4.4, with constant a. If P = P(x,y) is a scalar differentiable function,
then by first and second cases of Proposition 5.9 we have that F} = (P,0) and
F5 = (0, P) has to G as their infinitesimal symmetry.

Constant vector fields F' = (k,[) with kl # 0 could have G as their infinites-
imal Lie symmetry.

Example 5.13. Consider a planar vector field G = (R, S) which is A-algebrizable
with respect to an algebra A with a product of the second type given in Sub-
section 4.4, with constant a. If the constant vector field F' = (k,[) satisfies
akl —1? = 0, then by third case of Proposition 5.9 F has to G as its infinitesimal
symmetry.

G = (R, S) algebrizable with respect to a product of the third type

If G = (R,S) is algebrizable with respect to a product of third type given
in Subsection 4.4, by multiplying the matrices of third type B; and By by the
Jacobian matrix JG of G, we obtain the generalized Cauchy-Riemann equations:

R,=0, S,=0. (18)

That is, R depends only on x and S depends only on y.
The following Proposition gives a characterization of the family of vector
fields which have a common infinitesimal Lie symmetry G which is A-algebrizable:
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Proposition 5.14. Consider a planar vector field G = (R,S) which is A-
algebrizable with respect to an algebra A with a product of the third type given
in Subsection 4.4. Then R depends only on x and S depends only on y and a
vector field F = (P, Q) has to G as its infinitesimal Lie symmetry if and only if
one of the following conditions is satisfied:

1. F=(P,0), P #0.

2. F=(0,Q), Q#0.
3. F = (P,Q) with PQ # 0 and

(Ry — S,)PQ = PG -VQ — QG - VP.

Proof. In the first case we take § = R; — (G - VP)/P, in the second =
Sy — (G -VQ)/Q and in the third § = LPG'VP. By using equations (14) and
(17) we may see that [F, G| = BF.

It can be showed that if the Lie bracket of F' and G satisfy [F, G] = BF, then
F has the form given is some of the cases above by using equations (18). O

In the following example is given a family of vector fields which commute
with an A-algebrizable vector field G, where A is an algebra with a product of
the first type given in Subsection 4.4.

Example 5.15. Consider a planar vector field G = (R, S) which is A-algebrizable
with respect to an algebra A with a product of the first type given in Subsection
4.4. For every pair of constants ¢, d € R, we have that the vector field F' = (P, Q)
where P = c¢R and Q) = dS, satisfies the third case of Proposition 5.14. More
over, the vector fields F' and G commute.

The products of the vector fields F' given in Example 5.15 by differentiable
functions remain having to the algebrizable field G as their infinitesimal symme-
try, as we see in the following example:

Example 5.16. Consider a planar vector field G = (R, S) which is A-algebrizable
with respect to an algebra A with a product of the second type given in Subsec-
tion 4.4. For every pair of constants ¢,d € R and a scalar differentiable function
h = h(x,y), by Proposition 5.2 and Example 5.15 we have that the vector field
F = (hP,hQ), where P = cR and @) = dS, satisfies the third case of Proposition
5.14.
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In addition to the vector fields given in Examples 5.15 and 5.11, the vector
fields of the type given in the following example have to an algebrizable vector
field G as their infinitesimal Lie symmetry.

Example 5.17. Consider a planar vector field G = (R, S) which is A-algebrizable
with respect to an algebra A with a product of the second type given in Sub-
section 4.4, with constant a. If P = P(z,y) is a scalar differentiable function,
then by first and second cases of Proposition 5.14 we have that F; = (P,0) and
Fy = (0, P) has to G as their infinitesimal symmetry.

Constant vector fields F' = (k,[) with kI # 0 could have G as their infinites-
imal Lie symmetry.

Example 5.18. Consider a planar vector field G = (R, S) which is A-algebrizable
with respect to an algebra A with a product of the second type given in Subsec-
tion 4.4, with constant a. If R(z) = ax and S(y) = ay for some real constant
a, then the constant vector field F' = (k, () satisfies the third case of Proposition
5.14, thus F' has to G as its infinitesimal symmetry.
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